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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Е. А. Александрии

Кручение двутавровой балки

точное решение задачи о кру-

Фнг. ։.

Задача о чистом кручении двутавровой балки служила предме­
том исследований многих авторов.

Приближенные теоретические решения этой задачи приведены 
в работах С. П. Тимошенко [1J, Л. В. Канторовича (2) н А. С. Бо­
женко |3].

Экспериментальные исследования задачи о кручении двутавро­
вой прока։ной балки проводились Фепилем [4]. И иге-Лизом [5| и в 
ЦНИИПС [6|. Были даны приближенные эмпирические формулы для 
определения жесткости при кручении.

В настоящей работе приводится 
ченин призматическою стержня с 
полигональным поперечным сече­
нием в форме двутавра с произ­
вольной толщиной его стенок. Ре­
шение получено на основании того 
же метода, которым мы пользова­
лись в предыдущей нашей работе 
pi.

§ 1. Постановка задачи. Из­
вестно, что задача о кручении приз­
матического стержня с двутавро­
вым поперечным сечением приво­
дится к нахождению функции на­
пряжений Ս(х.у). удовлетворяющей 
внутри области уравнению Пуас­
сона v’U = — 2 и принимающей 
на границе области значения рав­
ные пулю.

Пусть поперечное сечение 
стержня является двутавр с двумя 
осями симметрии (фиг I) Тогда достаточно найти функцию напря­
жений U(x,y) только водной четверти сечения, потребовав при этом, 
чтобы на осях симметрии профиля нормальная производная функции 
U(x.y) равнялась нулю. . с. •

Известия V. № 6—2 ? t ,
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Функцию напряжений U(x,y) будем искать в виде: 
п/х V) = I и։(х»У) в области I-4-II.

• I Щх.У) волбасти И + Ш.

где U1(x,y)=H։(x,y) •< ]ф։(х>у)| У > d2
У d2

U:(x.y) = H2(x,y)4-(j(xy) *>£«•

Тогда для функций Н-. (х,у) и Ф, (х,у| (i = 1,2) получим 
условия:

V’H։ = V’H, = — 2. Հ7’Փ4 = Հ7քՓ, = О,

Н։(х.у) Ь=Н։(х>У)|х_^Н։(х,у)|^Ь1=О.

(1.1)

(1.2)

следующие

(1.3)

(14)

(1-к)Ц._.(х,у)

ԺՒե + ԺՓՀ 
'’У.

= 0 
у-0

, |Н,(х.у) -! Фг(х,у)|х=а0 = 0. (1.6)

Ф1(х-У)
У=‘

X

= Ф10 
ь

_ ԺՓՏ
, dx

։.У) Л1 =0, 
х=0 0V 1 v = d2

= =0,
х-<1, dy у о
. ЧМх.у)1., ,-J =н,(х,у) |y_dj.

(1.7)

(1.8)

Ф.(х.У) x=d։ — Н։(х,у) (1.9)
§ 2. Дифференциальные уравнения и их решения. Функции 

Hi (х,у) и Ф- (х,у) (i = 1,2) ищем в виде:
-00

Hi(x>y)=^ik (y).sin~\ 

k«=l

., . ч v /х (2к — 1 )яуН..(х,у) = լ Ф.Х-! (X)• COS щ---- -  ,
к-։

(2.1)

ф1(х.у) = У Vk (у) sin Фа(х.у) = X W?K_| (х) -cos , (2.2).
к-։ 1 к-։

<1,
9 /՝ К 7СХ

где v„ (у) = ֊֊ I Ф։(х,у)5Ш -р dx,
<1

^2
/ \ 2 С.Ъ / \ (2к —1)zvW2K -( (х)= (] I Ф։(х,у).С08 —--- dy.

о

В силу (1.5) и (1.6; из условий (1.3) для Լ (у), ?շ*-։(*)> vK (у) и 
v;K-i(x) получим следующие дифференциальные уравнения:
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•»> - (?)' - <у> - %, - о- ($ Ճ М1)
р-1

.. Г(2к֊1)*> , . 2(- 1)к-|Г(2к-. ркхV2x-l(X) շ(1շ j W?K-l(x)— I յլ fp (d5)Sin -d-

Решая эти уравнения и пользуясь граничными условиями (1.4), 
(1.5), (1.7), (1.8) и (1.9) получим следующие выражения:

1к(у)= Ах . KTTV „ КЛЬ| . K7CV ch - с th —տհ -֊■ d, d։ d.

4 !£[! + (֊ 1ГЧ 1-S-4e-
K r? sh Ջ

L 11 ՛
?2«_: (*)= Cs,֊. .©K-lnx 2к-1)я1>. .

ch—ой---------- th -—~—֊ -sh2d2 2d։

(2.3)

(2к — 1 )kx 
2d,

32( - 1)*~։d- 
“T(2ir ֊ IF ’ (2.4)

. 2( - 1)K /2d։\ кяу kkiI. . кг.у Kzd.
Vx(y) = -------- ֊T- Ch . i -sh ֊֊ sh ,-ch—F- Է dt ) <1, d։ dj d, X

•X

pl

(_1)։»֊։(2р_1)?2։>_^։)

(2p- !)’ +

‘2k( —1)K /2d,\

- Կյ
“ ?»_t(d.)co8(2p-gd-֊^ 
r. (2P-l)»+K-'(^.y ’

(2.5)

4(- 1)K i d։ \ Г (2к — 1)кх J2k—Ifadj w=«-֊(x) = -Hr2- խէ) [ch —537՜ 'sh ■-^L -

— sh
(2k— I)kx 

2d. •ch
co

(•iK-Dxd, у P(-Dp (d։)
2d5

P4-(2k irk?

4(-1Z-C2K-.) . / у
K v2d։ Fl рЧ(2к_|),(А.у (2.6)
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§ 3. Исследование и решение бесконечной системы. Из условий 
(1.6) для определения Ан и C^-j получим совокупность двух беско­
нечных систем. Предварительно введем обозначения:

. «р(-1)Р-< Лр-,- - А*
cb^L Р'

<11

<3-’>
sh 2d7

где а—пока неизвестный коэффициент. Тогда будем иметь:

-lad'f [1-Н — l)*+l| 4«d,d, ... ктеЬ։ Г d, ктеб,]
л“ = ~ 7^chK*b, ՜Պ՜[ ^Tsthir]4

d։ d։

4акб« 
теб

ктеЬ, v»
(2p-iM, 

-4’ 1 2d.
d՛ Й(2р-1)’Ч-к’

Chl2p-.M
2dj

C-2M—1 ~

(2p—1)теЬ. 4J2p-I)*d,՜ 
2d, 'ՏՈ 2d, (3.2) .

32d|
г(2к 4)՜’

1 ։ 16(1 J те3 /2d*V
(2k—!)-d, ' K*.d2 8(2k — 1) \ dt / 

2d3

те /2d, (2k— l)7id,
T(2k-1)։ ' VdJ ‘ th 4ck~

у_______________ (2k ֊1)____________ __
p-i (2p-l)a (2p - 1 )> 4- (2k - 1)’( А У

sh(2^iM,- 
dj

. ртеЬ. . P’d, — cth - T - • sh •—— d, d։ (3.3)

Эти две бесконечные системы можно написать в виде одной

■X

7/ = Հ-1- У с* Z*
Л'К Կ 1 vM.pcp'

р-1

(3.4).
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где ~ C2li յ . Z2x — An ,

32d’ 1 ( 16d?J £ /2d V
к:(2к ֊ I)- ՜ . (2k— l)~d, 4’n‘d.. I 8(2к - 1) Vd, /

sn %

_ * /֊<!'•? th(2k - 'fad,
4(2к — l.)3 Լ մ, ) ’ 4d։

У____________________(2к-1)____________________

ձ-i / d \al *P-1 (2р-1р((2р:-1рЧ.(2к_1)»^

sh»b
_ Պ____  

sh (2p—QTCbp (3.5)

yr — _ 4gdi [I 4-(- l)Kf>] -ladjd, KZub, d։ i<rj,l 
к’-1 ккЬ։ кж1, ՜ кя’ d։ K«d, d։ J ’ 

՝ d։ ‘cn d։

С2к-1.2р-1 — ()> G2k.2p ~

Ch 2^- 
4(2к—1) / d, \____ _______________[ p֊xU

c—= Ыр»+(2к_1)։(<у։ «.

-cth sh I , (3.6)
d։ d, J

^p-DTtd,
. _ 2aK / 2d, V Kxbj 2d, \u(2p-lM,I d։ d. (2pT7+K3[^y .ch-^

_ th ^P՜1)71^ sb (2p.֊ih5d|* 
2d, 2d,

Докажем, что система (3.4) вполне регулярна. Для этого, как 
известно, достаточно доказать, что

со

Տ 1Հ, 
р-1

—6, где 0>O для всех значений к> 1.

Сначала оценим сумму У, I с> р|нри нечетных значениях к. 
р-1

В силу соотношений (3.6) имеем:

V I ’ |= 4<2к ~Հ-i I с'2к ։.р I а- 
р-1

со ch
d։

0-1 р”+(2к



22 Е. А. Александрин

* ի А л ± , +.-^). М

Для четных к будем иметь:

оо < « .|,(2Р-»Н|
V I с- I _ ? “biV_________ [• (2p-nitd,
i1 ’ VJ «և *(2р_1Г+к,(2<ьу г 20.

X ( 1 /

(2р - l)*b, 
2d,

(2р-1>1։ 
2d,

Л
- dJb.-do

(3-8)

Принимая

(3.9)

для всех к> 1 получим:

(3.10)

§ 4. Определение жесткости при кручении. Как известно, жест­
кость профиля С через функцию напряжений С(х,у) выражается 
следующим образом:

G«2G j‘fu(x,y)dxdy. (4.1)

*е
В силу условий (1.1), (1.2), (2.3), (2.4), (-2.5) и (2.6) будем иметь:

C = 8G{ fj U»(x,y)dxdy 4֊ |‘fU-(x,y)dxdy } = 
1*11 ih

d, bj d, d2
= 8G{ j՝dx [ Hj(x,y)dy 4- f dx f (H1(x,y) +

0 d2 • "o

(4.2>

bj ^du
4 $i(x,y)]dy 4- j” dx f H3(x,y)dy |, 

d, '•
жли, подставляя значения Н,(х,у), Ф։(х,у) и Н։(х,у) из соотношений 
(2.1) и (2.2) в (4.2), в силу (2.3), (2.4) и (2.5) для С окончательно по­
лучим следующее выражение:

С = 8G cih
Kisbj 
՜

. к-d, 
с,,^г 

տւՋ 
d.
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ац у г1
К2 К2 

К

. . Kicd. , K7tb2 . Kxd. . .. kzcI. / к-b- ,
1 — ch , 4- th . sh—.-Д-Ч- th th -H-r* -f(Լ 2d, d2 4d։ \ 2d..

. , кж1։ .. кхЬ- , Knd. \ +sh -dr֊thMr-chV) +^-?+4d’(b’-di)+
128

1.3.5 
dl У

к

1,3.5
Lfh к*<1» 16(|' V_J_ cth~«____________!________
K 4d2 x5 к՜' d։ . кхЬ։ . Kxd, к * sh —.— • ch —j-2-

где Z’— решения бесконечной вполне регулярной системы (3.4).

Ниже приводится расчет для случая b։ = b2 = b, d2 =■■֊ ֊* = d. 

Тогда формула жесткости С при кручении примет вид:

ГАС

Величины жесткостей при различных значениях отношения ~ 

сведены в таблицу 1.

Таблица 1

Ь/2(! 2 3 4 5 10

С 14.095 GM» 14,740 Gbd» 15,055 Gbd3 15,244 Gbd3 15,622 Gbd3

с 13,832 GM» 14,560 Gbd» 14,921 Gbd3 15,136 Gbd3 15,568 Gbd3

с 13,963 GbdJ 14,650 Gbd3 14,988 Gbd3 15,190 Gbd3 15,595 Gbd3

Данные таблицы 1 показывают, что в случае тонкостенного 
двутаврового профиля (b,'2d>8) значения С, вычисленные по обще-
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п
известной полуэм лирической формуле С = aV

1-1

b, df 
3 хорошо сов­

падают с найденными нами, в результате точных расчетов, значе- 
янями^жесткости. Հ
Сектор математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 21 XI 1952
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I; IK. 1J.| bfu iuG ւյրյսւհ

եՐԿՏԱՎ-Ր ճեԾԱՆհ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

Ա Մ Փ Ո Փ П I' 1Г

■’"'ք 7'"^"'ձ պատեչւ ի կամավոր Հասւււուքժ յամ ր I; ր կ ա ա վր 
/111 յ՚հ til կ ա՛հ հատվածր էէւն/.tf ալ հեծ սւն ի էէլորման խնէյրի ճքւշսւ /ած ու մ ը։

Խնդիրը ըերվամ է հաոաատա. ն գործակիցներով եր էլրոլւդ կարդի սո- 
վորակսւն դ(է'1>հլւքՀէւււ իւււ/ հավա и iii/in iifiihլւ ի լա ծմանը, /ւււկ վւնաեդրմ ան դօը- 
ծ ակի^եԼ րը որոշվում Լ՚Ն ւ1ւովին nliifni/յար հ ավա и ա ը ո ւ.Ա1ւ Լ՜րի անվերի ս[ւո- 
աեմիդ: Կոշաութ:յոէ.նր հաշվված !;՝ կախված երկտավրի հրկրա չափ ական 
պարամՒ, տրն ե ft[ւу •
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