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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. X. Манукян

Кручение неоднородного призматического стержня 
таврового поперечного сечения

В работе приводится решение задачи о кручении призматиче
ского Стержня таврового поперечного сечения, усиленного вдоль 
одной его грани боковой поверхности тонким слоем нысокомодуль- 
ного материала постоянной толщины (фиг. 1). Для интегрирования 
уравнения Пуассона использован метод введения вспомогательных, 
функций, предложенный Н. X. Арутюняном [1].

^2

У

Фиг. I.

1. Дифференциальное уравнение и контурное 
условно задачи

Определение функции напряжения U(x, у) при кручении для 
рассматриваемой задачи, как известно, сводится к интегрированию 
уравнения:
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v։u*u+*j
d.v оу՝ (1)

при условии
G.U + 0,5^ = С на контуре Г области. (2)

где G, и 0:—модули сдвигов соответственно ядра и усиливающего 

слоя, о—толщина последнего.—- производная и(х, у) по направлю 

нню внешней нормали к контуру сечения.
По симметрии достаточно найти функцию U(x, у) только для 

части сечения, расположенного в верхней полуплоскости координат
ной системы.

Введем вспомогательные функции >Г (х. у) и (х.у), 0 -=» 1,2) 
удовлетворяющие условиям:

Ii(x v)e |чг»(х« У)тфДу), н области Տ, փ S, 
Н',(х. У> 4՜ у) в области Տ, + S։

при этом полагая, что функции

Ф|(х, у)з О ։*1,2 (4)
вне области Տլ.

Тогда Հ/’»րէ=-2. 1=֊|,2 (5)

\7։Փւ =0. i = 1,2 (б)

Пользуясь введенными функциями 4' и Ф, контурное условие 
(2) вместе с условиями симметрии, непрерывности и однозначности 
можно свести к следующим соотношениям:

где С ®(:;G։

•Г։(х. d,)=C . (7а)

I֊֊) =°- 
՝ О'У / у=0

(76)

Г,(а„у) =СА֊., . (7нг

•Г,(0. v) Փ,(Գ v) = C. (7г)
(էս-*

(За)

(86)

Ф։(Л,<У) Ղ (8в)

фдх. ilj - ։Г,(х, (JJ с,

Ф\(0, у) = С , (9а)

•Г5(х, а,) = С . (%)

•ГД. у) = С . (9в)
ՀժՓՀ\ /ԺՓՀ\\ оу )у-о՜ )у=о^ Հ (9г)

Ф.(х. d,) = 0, (Юа)
/ </Ф. \(s'),...-"՛ (106)

Ф,(0, у) = и. (Юв)

ՓՀէհ. у) = ) -С, (10г)

. 5G.
И л = -тч ։

0։
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2. Определение введенных вспомогательных функций

.Условия для определения 45 и Ф։ неоднородны, поэтому
дуя идее Г. А. Гринберга |’2|, будем 
следующих бесконечных рядив:

X 
ФДх, у) = £ i,< (XI cos 

к-1

искать функции ’1г։

2к ֊1
2d, 'яу’

и Ф| в
еле-
виде

Ф,(х, У) = V v* (х)cos 2 к
2d, -v (12)

се , . . к՜
(У) sin Հ (13)

Ф..(х, у) = ’ . V К, Wm (у) sin (14)

Из (11), путем умножения его на cos —— -v и
2d,

интегриро

вания в промежутке (0, <!,), найдем: 

4.

*1'։(х. у) =

2 к I

2 
d 2d

Производя ։е же операции над уравнением (5) при ։= 1, 
пользуя при этом (9а), (96) и (15) получаем дифференциальное 
ненне для определения функция iK(x):

и ис- 
урав-

2 к 
'2d,

:(2К“0֊С-л-
di

Я(.‘2К — 1)

Общее решение уравнения (16) имеет вид:

(16)

X + В,, ch 2֊է=և (х) = Ак տհ ՜ էյ

Аналогично, из (13) и (о), при ։= 2

\ я(2к - 1

с использованием условий
i'.'.v л (96), для неизвестной функции ?к(у) имеем:

. .. , К»* . .<• Kl*
®К (У) Г.к Տհ յ - у -։- 1՝к Ch у -Ь

(18)
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Согласно (1'2) и (16). при i = l, имеем:

£Tp{d,)sin ՛֊ х - С 

Р-1
(19)

При этом использованы условия (8а), (*г) и выражение ЧС. а
<р? (dj получаем из (18) при у = dv

Общее решение уравнения (19) инее: вид:

где

(- 1)К+,4СЭ 
v\(x) = - к'‘2к—1)

chaK(x մ3) 1

+ 4—8<l1- sha« (X d։)S
•ՀԱ»» p-l

ՕԴ

(֊-1)-4(2K-1)V-----Mp!&*-------
" M +(2K-’>։

-Ь

(20)

Для исключения постоянных интегрирования здесь использо
ваны условия (86) и (8в).

Использованием (11), (14) и (6) при i ֊2, и условия (10в) и 
(10г), для определения функции wK(y) получаем дифференциальное 
уравнение типа (19), решая которое, находим:

1)К-։2СГ
)=՜ С1фДу -<!,)- I

„ЛА shft. (d, v) S ГД2р - l)fp((L)

2d
2

֊Н<=

■

P- ։ Լ 2d։ մ’ I Դ l<J
(21)

Для исключения постоянных интегрирования здесь использо
ваны условия (10а) и (106), a fr (d։) получается из (7) подстанов
кой х — da.
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3. Определение и исключение постоянных интегрирования, 
входящих в (17) и (18)

Выражая условия (7в), (7г), (96) и (9г) через функции 
1„ , , vh и \v„ , имеем

( — п* ’.|С>
1к(а,)4->.тх(а:) = _(т֊ [у՜' <7 в)

(. if Чс| iK(O)4-v.(O) = ^ |̂T . (7'г)

?к(а,) = ֊Ь֊|1-(- 1>“|. <*'&>

?к (0) -֊ WB (0) = О

Из (17) и (7'н) имеем:
.____ cha,. .՛!, AaK sl֊.7. :t

* sha,; a j -r ла,; chaK ut

(-1Щ__________ f
r.'C-'h l)8(shaKa։ A«s chaK aj’

а из (18) и (9'6) имеем:

FK = Ек էհ,Ն. <ц К ֊ ԼՀ__ HJilL
к n'chpK а.

(9'г)

122)

(23)

Подчинив (17) и (2(1) условию (7'г), i (18) и (21)—условию (9':), 
и заменив в полученных соотношениях (<կ) и ip (d2) соответствую
щими им выражениями, используя при этом зависимости (22) и (23), 
для определения постоянных В,, и Е, . после некоторых преобразо
ваний, получим следующие бесконечные системы линейных урав
нений:

( l)K8d,s(iah d. 
nd.

I ~ I)1 pF.p(sb?p <!] ֊ thp,> ай.с1ф,> d,) 
[2pil’ + (2K_1V

1 _ d)Ml„
(— ])*+’ 64d|d2shaK d.. ch^ а

r; z. / ri ■ ’ ՜ 1
՜Յ.. Ч(2Ч) u<2K֊ir]

(- l)h32cii՜
M2K ֊ 1)

(-l)b!ldtchMi 
zd՜ X

Известия V, № 5—3
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<* (— I Հ (2р - 1)Вр (sh«t> (а, ֊ d..) 4- А*р ch«t> (а, — մ..)] 
х У , , / 2п - । . V , .

(snap ii։ - ла։, с ha,» а,) ֊ -Հ ֊ք-ւր
р 1 Լ\ ' * 1

I______ _______________
(- llk32d,d;ch3x d, V _____ ՝ /ՀՀ' ճ

+ “ <֊•՛ 11 [( . ; : . (25)

К = I, 2,3, . ..

с двумя рядами неизвестных: В,, В..,, Ва. ... и F.,, Щ. Ея, ...
Таким образом, полное определение неизвестных функций 

П'։ (х, у) и Ф, \Х. у), а следовательно, и решение задачи свелось к воз
можности решения полученных бесконечных систем.

Исследование бесконечных систем (21) и (25). Введем новые 
неизвестные Вк и լՀ, полагая

В. = в (26)
2к — 1 ' '

и, « е: . (27)

Тогда системы (24) и (25) будут приведены к виду:
У-

Вх = Ск.р Ւ՜-р "Т Y* » к = 1 , 2, 3, . . .
Р- I
о»

Ек — । ^х.р Вр гк, к = I, 2. 3, ...
• р.1

где приняты следующие обозначения:

812к — l)tl|Chbp <1։-տհՅՐ (а, — d։)
ск.р = ■ Հ՜ <э I '

3r.d-ch>p на ( 2Р _х ) 4- (2к — 1V

I _ ch3p Պ 
61(2к- I) v ch.SpaT

З.ч1։
5^х.։з(2к — I )asha,. dL.

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)<։>«։. р -
Յմշ1<[;• h®p_(aI — d..) — /.a., chap (a. d2)| sIiap d .

Tzd, (shap 3j — ла,, chaP a։)
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f
] sllgp d,____

« = _ 32к v shapajH-^pChapa,

՜ -- -»֊.>■[(V*)՜4՜
Обозначая:

Z2m֊i = b^ A2k_,.,p = cK.p, q^ = rK,

(34)

Z2x~^x' -Чк, 2p“<,։ *\>t;.2p ]~4f. p» Mita ~ $««

получаем возможность представить (28) и (29) в виде одного ряда

Հ = Ճ 'kpZ|. Ւ Як- к = 1.2. »-• (35)

Бесконечная система (35) вполне регулярна, так как из (30) и (32) 
имеем:

• ОО
Si А,.,! <0,75. к =1,2,3,... (36)

Р-1

При оценке суммы использованы;

chjs drsh3 (a2-d.) 1 / <h\
----------thfc-----------< 2՜('+e 7

տհօ^!— d..) 4- Xapchap(at—cL) chap(a. -d2)

-՝ V> ՜5՜ XVhV» shVi

для свободного члена qK системы (35). ползуясь обозначениями 
;31 и (33), имеем оценку:

ч«1<
четном К.

(37)

Из неравенств (36) и (37) следует существование единственного 
ограниченного решения системы (34) (3|, т. е. возможность опре
деления неизвестных постоянных Вх и Ех укороченной системы.
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4. Определение функции напряжений

Функция напряжений (3) имеет вид:

U(x, у) = С° 4-(d‘ —у3) փ

,..., у (- «г»: , - х>+4cWa- - x)i ?Ьад ..„.«с у .и
1l;—՜ (2k 1)(sluca, — AaKchaKa։)

к՛-1

32<1,’л ( l)Ksh«Kx • cosaxy
T3՜ —1 ~(2к —1)’ [sha a, -}- >.aKchaKaJ 

к֊֊* 1
в области SL (фиг. 1), 

при этом использованы (4), (И). (17) и (28):

U(x, у) = (di - у’) + 3d,d,
V _(___I )*' В,. У

г1, ^к-» ՜
shak (а, — х)_ Хак с ha,. (а, х) 

shak Յյ-гАХх chaK а. shax (Jj —shaK (d2 — x)

32di yi ( I )fccos«x у 
- — (.к- 1);

к- I

_ shaK_x__________ shaK (d8 - x) 
shaK а, + л«к cliaK Ա| shaK d.

4C у <֊ 1 )’՛ ՜1 cosaK у
' я - (2к—1)

К 1
chaK (х — d8) — shaK (d. x)ctha„ ds -

sha,. (:I. - j_ 
ShaB iL.

i- V V 1>K' *C2k~ 11 Ур (djsin^p xcosak y
* T1!*-» (2k“ 1)2

(39)

в области S
при этом использованы (20), (28) и (39), а <?р (dj имеет значение

(— 1 )pd,d8ch^ d, • տ1փ0 (а, — d,) £<> 
pch&, а.

К _i)p-i|4d:: / ciijip d, 
(рте) • \ Ափթ a=

\ 9CD) + ֊֊-U֊(֊’)pl;

'■?р ևև) =

U(x. y) = x(d2 — x) r C° -

-I- d,d. v (- D^chjix y.sh^ta.-y) s x __ 
— K-shpx a0
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8<1? у сЬрк У-sinpK х 
т-> 2j к՝'с1։^к а;.

к»1Л
(40)

в области Տ;.յ, 
при этом использованы (4), (13). (18) и (19).

Имея выражения U(x, у), можно написать формулы, определяю 
пи» компоненты напряжения:

Y Г - ԺՍ V С - ԺՍх' = с-^- '-=-°'Հ*ր (i= 1.2).

5. Формула жесткости при кручении

Жесткость профиля при кручении определяется по формуле:

D = 2G, [ (* U(x, y)dxdy - 2CF, 

(Ո

(41)

где F—площадь поперечного сечения скручиваемого стержня, а С— 
постоянное, определяемое интегрированием (2) по всему контуру 
сечения.

Пользуясь выражением U(x, у) согласно (ч8). (39) и (40), для 
вычисления жесткости получаем расчетную формулу:

4d?a. 4-(а? - d,)d3

8G։di‘ СП

Ч2к 1):‘ th 
՜(1ւ

3d,В, 

d,

֊ sh d.
3'—2

snaK 4- XaK chaK а

ch^l

29 clia,: а
shaK ах 4- kaK cha,. а1 2

d, է* у _1_ (d,) էհ» մ___ «յ-,տհ₽. (a,-d,) _
d։ ) к2 Kd,sh^ 3j

K=1.3

էհխ d,
sh3« d, \ 
chfJK a2 /

Ереванский политехнический 
кпетнтут им. К. Маркса

(42)

Поступило l£ VI 1952
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Ik. |<>. IJ'iuiitii IjjutG

ՏԱՎՐԱՅհՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ՃԱՏՎԱԾքՈՀ ԱՆ2ԱՄԱՍեՌ ՊՐՒԶՄԱՏՒԿ 
ՋՈՂ.Ւ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հոդ վածում արված Լ աավ բային րււ յնտկան հատվածքով ա՛հ inni ա и L п 
պրիղմատիկ ձււդի ոլոր if ա՛հ ի՚նէ/րի if ոաավոբ րււծւրււքը այն Ղ^սԷ4'Ւ ՜՛ш- 
մար, ևրր նրա կոդմևային մակերևույթի ՛է։ fill ml, ր ի ււ մեկր պատված Լ mu',֊ 
_րի բարձր il ոդէէւ լ ոՀէւեւյող [t րարաէլ ^J/puHuf։

Խնդրի ։ք ի!իև ր1Հհւյ իա ք հավասարման /ուսման համար օդա ւս դււ րծ վա ծ 
ի 'b. IlJ. Հարու.իք J и 1‘ե/ա՚է, ի կււղւքիւյ ա ո ա Հ ни/ ր վա ծ oil անդակ Հի ո ։ ն կդ ի ա՛հ I, ր ի 
մեիհպրր

ձրվէււծ I, նաև հսւշվարկայ ին բանաձև ււ/ւ/րմ ա՛հ կոշ աո ւ վք յուն ր при- 
շելո։ համար/
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