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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Р. С Мннкян

О плоском установившемся распределении температуры 
в неоднородных призматических телах

В работе решается плоская задач.։ стационарного распределе- 
ния температуры и неоднородных и. нематических телах с прями՝ 
угольным поперечным сечением.

§ I. Плоское распространение тепл.։ в неоднородном теле 
квадратного поперечного сечения при наличии внутренних 

источников тепла

Постановка заиачи и построение решения Рассмотрим пло
ское распределение тепла в неоднородном теле, состоящем из двух 
сред, имеющих в поперечном сечении форму двух вложенных друг 
и друга квадратов (фиг. I). когда задан » распределение температуры 
вдоль боковой поверхности, при наличии тепловыделения внутри тела 
(которое может происходить, например, при переходе электрической 
энергии в тепловую, экзотермии и г. и ). Для простоты, ограничи
ваемся симметричным случаем.

Обозначим температуру в 1-й среде через U,(x„ у), а во 2-й 
через U5(x, у). Пусть коэффициенты теплопроводности, 1-й и 2-й сред 
будут соответственно л, и л.. В этом случае температуры Ui (х, у) 
в соответствующих средах, как известно (I], удовлетворяют урав
нениям

«.О
и граничным условиям

U։(x. ± Ь)= Т(х). U,(±b.y)=T(y| (1.2)
.Здесь Qi (х.у) интенсивность тепл>выдс ления в i-тдй среде.

Относительно граничных значений Т(х), Т(у> и интенсивности 
тепловыделения Q( (х.у) предполагаем, что они симметричны отно
сительна осев <>х и оу, причем Q։ (х.у) — Q, (у.х). Кроме гою. пред
полагаем, что как Т(х). так н Q, и. у) имеют ограниченную вариацию.

Условия |ц< линиях контакта будут;

и,(Х. ± d) = и,(х. ± d). X. I_ d - х։ 1 .
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и,(±а,х) = Щ±Фх).^։=
<1

(1.3)

В силу симметрии достаточно
квадрата (фиг. 2), причем на прямых

рассмотреть четвертую часть 
х = о л у = 0 должны удовлет

воряться условия

ԺՍւ = ՀՍլ 
дх °У |у=<» (1.0

Фиг, 1 Փոր 2.

Для построения функции 1':(х, у) применяем способ сшивания [2], 
являющийся дальнейшим развитием метода наложения вспомогатель
ных функций, предложенного И. X. Арутюнянам [3].

Представим функцию 1Д(х, у) в виде:

их(х,у) =
УДх, у) при х > d, у Հ <1, 
V2(x,y) я х >d, у > d, 
V.։(x, у) ֊ „ х il, y>d.

(1.5)

11ри этом V ,՛. x. у) — V։(y, х).
Функции V| (х, у) должны удовлетворять уравнению (1.1), соот

ветствующим граничным условиям (1.2) и (1.1) и условиям сшивания 
на линиях раздела х — d и у — с

V։(x.d) = \Mx,d),
Ժ\'է _ Ժ\Լ ■
<V v=l>՜ dy Հ. d։

Vc(d,y)֊-\/d,y), r/V?| =<*Vi|
.. (1 d

(1.6)

Следуя идее Г. \. Гринберга [I', ищем выражения для Lk(x, у) 
и V,(x. у) так же, как при однородных граничных условиях.

Разложим функции V,(x, у) и ГЛх, у) в ряд по cos ( к [ 4-| v :

Vj(x, у) -= V f|: (х)cos ак у , LUx, у) = У (х) cos ак у . (1.7)
х-0К - о



О плоском установившемся распределении температуры 3

где причем

'/ । О । *
և (х) = у I V,(x, у) cos яК у dy, gk (х) = -՜- I Щх. у) cos аК у dy .

0 о
Выражения (1.7) сходятся соответственно в областях 11EFK и 

ОАЕН, за исключением линии AF, где все члены рядов (1.7) обра
щаются в пуль. Отсюда следует |1], что члены рядов убывают нс 
быстрее, чем к '. Для усиления сходимости можно, пользуясь из
вестными методами [5], выделить и просуммировать часть, обуслов
ливающую слабую сходимость.

Функцию V5(x,y), а также V/x, у) ищем в виде рядов
» оо

Vj(x,y)= V ^(xlsinSjy-d); V3(x,y) = V Фк (x)sin Щу-d), (1.8) 
к-1 к 1

b

где ^=Թ7|' jv»(x.y)sin>«(y-d)dy.

d 
b

'K (x>=“ ի՜՜մ У)**"(y-(J) (1-v •

մ
Для определения коэффициентов 1К (х) и gK (х) умножим опера

тор Лапласа от функций V։(x, у) и и2(х,у) па cos ак ydy. Интегрируя 
полученные выражения по у от О до d и принимая во внимание (1.1), 
(1.2), (1.4), а также (1.Ь), получим:

fK(x)֊ аДх(х) + ( -I)*2**- V ?ii(d)siI^iJ,x֊-d) = qh(x),

р-1 (1.9)

•• • ж2йк V»?к(х)-a;gK(x)-(-1.1 -у 2jfP(d; cosaP х = Гк(х).
р-0

Аналогично, для ®к(х) и $к(х) получим:

9к(х)- р;?к(х)- (-l)'T(x)!- V

Р-1

Фр ։d)sin?p(x-d) -Тк(х),

Фх(х)-3;’\(х)-|֊:а (-i)’T(x)- (1.10)

- ձ2տ.. (d)c°s«Px 

р-0

= Тж (х) .
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Здесь 
d d
Q։(x-У>СО5 Ус1У • г-֊ <х> = >;д1 ^Q:(x,y)cosaK ydy. (Ml)

О Q
b

W- хдБ~а) [Qi(x*y)sinMv-(1)dy- 

ժ

Принимая но внимание (1.2). (1.3), (1.4) и (1.6) и разлагая Т(у) 
в ряды по cos а» у в промежутке (0.<1) и по яп£м(у—d) в промежут
ке (d. Ь), получим граничные условия для (м(х), g, (х), (х) и 'Լ (х):

k(d)«gjd). Հ f .(d) = Հ gjd). gM(O) = (J.

Фи(ь)вГ«- Հ. (<1) = Փ«(ւ1). ?Jd) = ’K(d). Փ. (0) = Օ.

,де ь
1և=ն I T(y)cos»M ydy, հ - l> (1 |T(y)sm?B(y d)dy. (1.13) 

* d
Решив уравнения (1.9) и (1.10) и удовлетворяя условиям (1 12)-, 

после некоторых преобразований получим:

х
М4= в- ՝hXk ,!’՜՜ձ) ՛• -Iia’ *1+ , \ч- aJX ՜11։|է 

Տ»ւ Я* D 1 Я». 1
d

sin ?p(x—d).

ch x 
sh a. h

o sh aK(b—d) , .. ,B‘ -thkrJ+՝-th։*d sh xK(d—x) 
ch aK d

d
I rh (t) sh я h( t—x) dt -• ( - 1) =^֊ V cos ap x . 

a« J — % ՜^՜a;
x r-°

sh b

’ (114)
1 ն(0 •

2( -1)*3 2S Л 4»Jd)J T(t) — sh?.(x t)dt \ 
p-i p "

ch 8 x I sh8 (b—J) 1 sh8(d — x)shbr то ₽- ад

d
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1 Г Г 2( ֊ 1 )К 8 ■ 28 * էր ((1)+ К [^՜*՜ 1(4 “b^'d՜ sh?«(։-x)dt+ -j^Zd Ճ в2 + рг cos«px-

'' L р-0 p K

Здесь 
b d

С, = К ֊Հ- fq.Wsha.tb-Odt, »!,=•֊- 1 rK(t)ch «„t dt.
К J К и

<1 "

2(֊1)4ւ 

b-d sh 3K(b—t)dt, (1.15)

I Л . 2(-l)K^]
[^(Of-T(t)^j-|chPKtclt.

о

Постоянные BK и ՒՀ , входящие в соотношения (1.14), опреде
ляются из следующей системы уравнений

_____________sh gK b___ _______ , . к 2_ , у Հ ФР(*0 . 
X։chaK(b- d) I A,sh ajb-մ) th aKd_________ d Л* ₽J+ «£

v ll"\Md)
— 7' a,֊ 

p-U ” ’
ch ad -r . -г Ռւ ch aK d Ч-Aj sh aK dth ax d)Sha b

Հ = th ։3xbch (Լ d v __ v ь-прм/а) (1.16)

1
ch 3Kd

Для нахождения неизвестных 13К’и !-,< из уравнений (1.16), преобра
зуем последние следующим образом: введем новые неизвестныетх и пК

Вк =
(֊ -1 )ктк sh «К ь — aR d Լ sh aR d 

aKd sh aK (b—d) 

nKsh ?K b ~ Լ (b—d) sh d 
^(b-d)sh^(b-d)

(1.17)
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Подставив значения Rx и 1Հ из (1.17) в (1.16), после некото
рых преобразований приходим к уравнениям:

______ «X
л, cth «... (1> <11 ’ ti %.. ՛ !

•Д ИЦ,
1 - Հ

р —II 1

, 2Հ_ у___х'<(1
Ь —մ — .Հ 4- Հ. sl։«ul>— dj ch x cl|, J v к n

X;sht3jb֊(l)ch^d I 2 у V 11
ch<l> ~ * .՛ b-d — Հհ' ;Հ ՚

I p о p-i '

€„(b-d) ~ ?M(b -d) 
* shi(.(b—d) chid

Полученные соотношения (!.i8) представляют совокупность ieyx 
бесконечных систем линейных уравнений. При этом формулы для 
коэффициентов разложений ijx), gfc(x), з„(х) и Ф^х), выраженные 
через гпк и п։ . окончательно примут вид:

X;.
. , sh« lb—х) I uni, Г I'«<Х,= «.si.Mb d) | '՜: T՜ j 4al)sUMl-d)dlj

d

sh (x d.՛ । li' ,- Shaab-dl ' b- a„ .) %'•)>, a.(b-nd. □.

к Հհ, пd(l> Հւ է I ? Հ1:;^՚ռ; Հ|֊

ch ax х 
x Ch xK (I

d
( - 1 )'՝ jj- ֊ I г, I ’; Sil «к (d -t) dt

X

sl> a,, (d — x) 
«к cil 7.K (I

X
, rK (t)ch xl։ I dt 1/

(1.1 )

cos at. x .

sh3>;(b -x)
S' է^-Յ)

(t)+T(t) 2(
b—մ

-

sh T՜
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sh$K(x—d)
Xsbph(b֊di

2(֊1>Ч 
~b^d sh3x(b-t)dt

Cll.5 л

՚Հ. cb Ջ

2Հ 
(b—dr sin j,(x —d).

Л-Jh <" "Օ^փհ^ւ-^,

ձ (d - x) i ’ -• O* 3
да.) -(,);T(1) i^r- ch^tdl + 

Q՜

•Հղ- v _ < - 1 >hi»p 
ri M*?

Исследование собокунностп бесконечных систем (\ ЛЬ). Прежде 
всего оцени’.։ суммы модул i коэффиццеитов систем совокупно
сти (1.18».

Имея в виду, что х — I к 4 • д — г Հ ՛ получим, что\ 2 ) d ь b d
суммы модулей коэффициентов первой и втор՛»:՛ систем соответ
ственно равны

_  2л.. х է. Հ4 I , /.|d уч 1
-^s il k: a d] *“* а. а /• ՛ 1 • х

О л 1 I’ I 1

= յ_____ 1 _______________ А, _______
afc-(b d) л։ cth «к (Ե-dj ֊! л.. lh u

(1.20)

^«Sh^Xb-dJchjl.d Л 1 <1 у. I
^-֊ d^;b

si; ,5jl>-dlrli,\ <1 
Г(Ь ֊dich3irb

Как видно из (1.2 ։), обе суммы модулей коэффициентов меньше 
единицы, следовательно, совокупное: ։, систем уравнений (1.18) регу
лярна. Согласно теории регулярных систем [G| эта совокупность 
имеет ограниченное решение, если отношения свободных членов <oKj 
уравнения (1.18) к соответствующим разностям L—գ<։ ограничены.
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Вместе с тем, как легко видеть из (I II) и (1.13), хотя свобод
ные члены о>к2 второй системы (1.18) и остаются ограниченными, 
однако их отношение к 1 Պծ неограниченно возрастает в месте с к 
Поэтому постараемся преобразовать системы (1.16) таким образом, 
чтобы свободные члены <օՀ полученных систем стремились к нулю

,0Ki вместе с I—Գս. причем так, чтобы отношения — оставались 
‘ —°к1

ограниченными. С этой целью, выделив из свободных членов вто
рой системы слагаемые

2<—1)*Й
СП|\Ь

h <1
с1>М j’T(t)shfiK(b-t)dt ; sh?K(b֊d)Jr(։)ch 

d • о

pKtdt .(1-21)

имеющие переменный знак, введём новые неизвестные ոՀ и п ։ 
определенные зависимостями

П\= тк пк= П к “Г
ь

е'Л"՜ ■» j'T(t)sli?.(b-l)dt 4 с 

d

(1.22)

Подставляя значения гпк и пк из <1.22) в (1.18), получим еле 
дующую совокупность систем линейных уравнений:

_ _____ «к __
Ь1|< ~ a. cth а,: (Ь—dj НХ2 th d

2Հ V V._1<
d Ի ь- ‘1 " 

p..n * р-l յ

sh«K(b d| sha/d

V 
b d — 

p-I

к_1ГЪ 
Pp+au

-3p ib-d> 
e 1

b

Tttjsli ^(b-t)dt

b d
+ sh Հ (b—d)

b
( -K(t)sh ?K(b֊t)dt

d
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1>—<1 р p«Wch₽K*dt

Ա

к - 3К •>
b

j T(t)sh?,(b-t)dt

<J 

d 1

-—֊----Гх T(t)ch8 tdt
տհ յԼ (b—d) J

(֊Op?P e-?p(b֊d)
b
ի-(1)տհ,Հ(հ t)dt|- 

d
b
[ T<t)chpptdt

<1

Последние слагаемые обеих систем представляют знакопере
менные ряды, абсолютно и равномерно сходящиеся в силу сделан
ных в начале параграфа предположений относительно функции Т(х).

Как нетрудно видеть из (1.23), свободные члены обеих систем 
совокупности стремятся к пулю так же, как ‘ . откуда следует, 

что совокупность бесконечных систем линейных уравнений (1.23) 
имеет ограниченное решение.

Вместе с тем полученные выражения свободных членов имеют 
довольно сложный вид, ибо входящие в них ряды весьма трудно 
суммируемы. Структура свободных членов совокупности может быть 
значительно упрошена, если, кроме предполагавшейся ранее огра
ниченности вариация функции Т(х) в промежутке (О, Ь), потребовать, 
чтобы T(xi была непрерывна и имела почти всюду в (О, Ь) производ
ную с ограниченной вариацией.

В этом случае, интегрируя выражение. (1.21) по частям, будем 
иметь:

է
ch^d j T(t)$h յԼ(Ե-t)dt I 

d
d

4֊ տ!Վ(հ-d) j T(t) chpjdt
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cfi>; ь
ь

Т (d)ch b֊T(h)ch ,iKd ^T'(l)ch \<l>֊է) dt

<1
d

֊ sht\(b—d) T(t)sh^„tdt (1-24)

Выделим главную часть выражения (1.24} и о'.означим:

• m, = m‘, (i.°5)

11 к֊ П,‘ 1 2(-1Г ’ T(d).

Тогда совокупность (1.18) преобразуется в следующую

_ ____ _Ջ_________I ֊'■> V ՈՆ -'А: V , 

X. (th a (b d) f-Mh а d I d K a d —• x
J>-ll V 1 * I' I '

/.,<1:х x,(lv/r 4/..T(<h yi-U''
sha^ib-d) shx^d b—d —1

?Ksli^,(b d)chi\d

>) к.HeTTd j T'(t)shiM'11

О
Ряды, входящие в выражения свободных членов, легко сумма 

руются, и совокупность систем (1.26) окончательно примет вид:

А., с th як ф — d) л_. th Оц d
z v-JI’p I J?k_ V. ՈՀ. 

d --a у.
p-.o 1 ?-■
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J.jdC 
sh«K(b-d) s d

2л, Tia;
xjll—<l|

_x. lb—<1) 
sh x4 (b -<l)

\>h?.’b մ)$հ.Լ<| շ *. :n Ճ v I
՜ ՜ ՛։ - \ +Հ ՝ h ‘1 — Й I Հ

r " ’ P’’
(1.27)

-.11. il)
5l։a. (6 <l> r

.1
h (I f . , . ’’Xchpjl \

ւՀտհ։Հ(Ի «Il T(b! ֊ | T'(։)cJ».\(b-thl։ 

d
dЖ-խէ)։հ?֊էմ։

Свободные члены получении։ системы удовлетворяют выше
перечисленным треб-.»в 1ННЯМ. пт к уда следует, что п-.л чениия спсь - 
ми имеет ограниченное решен։։-֊

Пример 1. Рассмотрим в качестве примера установившееся 
распределена шер уры в неоднородном теле. когда внешние 
грани его поддерживаются при постоянно;! температуре Т, причем 
внутри второй среды Происходит тепловыделение с постоянной ин
тенсивностью <р . Кром ■ того, примем, чт ■ к чффнцненг теплопро
водности второй Среды и пять раз больше коэффициента ’тепло-

П|)оводности первой среды а, и <1 = ՜ Ի’.

В этом 
ния, будут:

случае величины, входящие н ирг .идущие соотношу

Q։(x,y) = o. Q,.(x.y) Q., Т(х) = Т(у) = Т. Հ =ол1։ tl = b*5

• Зимеп!'.', 'НИ |i.V •;< 1 лгния JCUtli (1.1 r .p‘J II сдучле. К01Д11 rp.UIJI
ПОДДврЖЛ ВОЮТ Cd при игр' fvllioil I М игра : • рс, иди uot Ы ПНГС'.И lUJUOCt 1 сил» ւ»ր.ւ- 

дедгчпп։ inucnuvи •։ и ւա< ւր՚<ս :•՛ <oopjnn i:. ис npv.'.c uui.iucr никдкоЛ iipiin- 
ЦНПНйЛМ10П |..T>IUII1N
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и совокупность бесконечных систем (1.27) примет вид:

1Ո “ =
1(2к !■ 1)

z|cth я» (b—dl-fo th х. d|

п,, 
(4р)’ г(2к г !)•

շ

ո
2к sli ктссИ 2к"

7Հ С 11 ЗКП

5 V
p-0

тп
(2р-Н>*-Ч2к-г1>’

—9Ճ1 .
а։к(2к I I)

— (2р ! )* • (4к I 
I'-°

՚ "ւ՚ T
к1

Обозначим:
. , ОТ • - ОТ 40d»Q,

ոլ = հ ուէ 4֊ 21. ո։=րո։ :*2l. Y= ՜~ր~

Подставляя значения ալ и п’ из (1.29) в (1.28), придем 
дующей совокупности двух бесконечных систем:

I
т՛՛ cth яи (b—d) --.billd

°p

2(2к Н) 4
-(2р^֊Г)’-Н2к+1/

р-ч

Պ =

^у-г{2к~\у 
р-1

2 к sh к~ eh 2к՜
г. ch 3 к

(2К-НУ

mp
I» 

%

- ( p-1)’ : (4кг 
p-'J

р’-Н5

свободные члены которой убывают со скоростью -Ц 
К

Выражения (1-29) для i» (х1 и gk(x) примут вид:

(2к4-0
от . sh я< (Ь — х) , 2T+?m« ihdi^d> +

Ոյ,
r.Mn^(x--d) .

g.(x) = 2(-if
(2к-Н)*

___ Հ . и ch «м_х 
5(2к-Р1г ՜1՜ ‘m*ch x/d

2r X, — 1 )r mp
d

p-u
7 cos a? x

(1.28)

(1.29)

к сле-

> +

(1-30)

H.3I)
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откуда для V։(x,y) и U;(x, у) получим:

Vjx.y)- - 
к-О

2Т
, sha,. (b—-х)

П՝* slia.JI)—d)

J со
2r«x V Пр sin £г(х—d) cos а,: у ,

(1.3'2)

Wx.y)«
к-О

т ! . .. Ch ак X 
5(2к ■ 1г * ” ch ак d

d
COS Яр X cos ай у.

p-o

Для усиления сходимости рядов в правых частях выражений 
(1.32) выделим предельные значения шк и п*. При этом, как легко 
видеть из (1.28), lim m'K — lim n". 

к-. ОС? К — с»:՛

Суммируя получающиеся ряды, а также меняя порядок сум-
мирования в двойных рядах, окончательно
мулы для Vj(x.y) и У):

получим следующие фор

У,(х. у)=Т 7 ГП

гнздь d)cosw

9 V,

Пй ">)

K-^2k+TX

cb ft, у
к ch p.d • к

Sinft,(X—(1) ,

К I

(1.33}

m
2

У2 \ ՈԼ 
cP 80՜

1Г lffl-ffll(2KXh«KdCOS^X 

K-.a

К-0

Здесь

ch «к х
• 1П 5(2к } • I) (2к -f- i )ch а_ d

hi = lim m" Jim п'_

cos ак у .

(1.34)

9 1
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Аналогично, для sjx) и фДх) имеем

ф.(х) = 2Т
1-1-1Г . г 

к= ~+b^d

2fL п'
„ ։1 Ճ . .. 5f^(x֊d) .

(1.35)

Ф/х) 2Т 1 ( JL..|._X— 
кк I» -<1

. ch ji։ х

-Հ у ( ։>:.п; 
՜

Со$арХ

sh &(b-x)
П* Mh?.d

откуда для V2|X,y) получаем следующее выражен։։.

V,tx. у) = T4Y |

n.~ «’I
shpjb x)s։npjy d) |-shрм(Ь- у)sin\:x d)

к $h к՜
. (136)

3.1M ИМ, ЧТ" Пи.-оЗуЯСЬ вторым из со отношений (1.35). для 
\ ix.y) = \ (у,х) получим точш. иксе .«с выражение-, какое было 
получено выше.

Перейдем теперь к опенке п\ и пс Пользуясь теоремами о ре- 
улярных сист-м.-.х и применяя с двух сторон лнмиганты, получим.

ш՜ _ . 1,6’28 = 0,573 й; =0.420 п; -֊֊ 0,352

in՜ = 0.52՜ пт, -= 0.444 հլ: =oj6i и՛. = 0,36 1

пГ, = <>.516 т՜ 0.425 й; =0,474 п* =0,367

in՜ — 0.511 т; ==0.412 й; = 0.481 nj =0.566

nij 0,509 т։ = 0.404 п: =0.481 п‘ =0,365

пк = 0.511ч ПК 0,394 й; = 0,488 Հ = 0,364

in,՜ ■ - 0,507 ոՀ = 0.394 и'. 0.188

Гп! = 0.507 ա' — (1.390 п’ — 0,506 |Հ — 0.357

ш‘ = 0,507 ”Հ o.dhs <к>7)

ու՜ = 0.506 ”Լ՜ — 0.357
(к >8)
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Здесь знаки и — обозначают соответственно верхнюю и ниж

нюю грани nf и и՜ Подставляя значения m' ։ւ и т' . п! в (1.32) и 
(1.36), получим выражения функции распре холения г>-мпсратуры 
U(x,у) в теле с избытком и недостатком.

Прежде чем перейти к вычислению функции распределения тем
пературы U’.x,у), представим последнюю в виде:

U(x. у) = Т + ■' и(х, Y) = Т -Г U(X, у).
- А»

ТаЪлйця I
Значения и(х,у)для некоторых точек приведены в таблице 1

X
У ■

»

1 •=!« I 21 
•1

d
■-T

3d
՜ 2

0 OAST 
0,360

0,372
0,34 >

0,353 
0,327

0,327
0,302

’ 0,160 
0,148 0

d
Ջ 2

0,372 
0,3-1.՜.

0,357 
0,343

0.3. >7
0,30$

o,3io 
0,283

0.152
0,137 0

3d
4 ՜

0,3*3
0,327

0.337
0,308

<1,316
0,258

0,287
0,253

0,136 
0,120 0

£d 0,327 
0.3(12

o,:>in 
0,283

0,2>7
0,25 .

0,253
0,179

0,101
0,086 0

л — 4
0,|60
0,1 IS

0,152 
(1,137

0,136
0,120

0,101
0,086

0,052 
0,044 1)

3d м
— о •* 0 0 0 ° 0

При этом в верхних строчках даны значения н(х, у) с избытком, 
а в нижних—с недостатком.

§ 2. Распространение гспла в неоднородном призматическом теле 
с поперечным сечением в вито прямого угла

Рассмотрим плоское распространение тепла в теле с попереч
ным сечением OABCDU (фиг. 3), Состоящем ил трех сред с различ
ными коэффициентами теплопроводно* 
стн, когда задано распределение тем
пературы на сторонах \:лл.

Обозначим функцию распределе
ния температуры в первой среде через 
U։(x, У), во второй I: >(х, v) и в тр< гьей 
Щх,у).

Функции Ui (х, у) должны удовле
творять уравнению Лапласа

Ժ՚Ս. (х. У) WijM') - ո l i 
ди- ՜է՜ Uy- ՜Մ’ 'ճ|յ 
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соответствующим граничным условиям

U,(x,d)=S(x). U1(x,O)=S0(x), U1(b,y) = SI(y)> 1Цх.0)=8„(х),
(2.2)

Գ(0. у)=Т0(у), Ua(U,y)=T0(y). U3(d։, у)=Т(у), П3(х,Ь1)=Т։(х)
и условиям на линиях контакта СИ и ПС

Ս,(<Ն. y)=U,(d֊. у), X, = Л..
x = d։

-2.3)

JJ..(x, di —С3(х, <1), .ԺՍ_։ _ Ժսյ
’<*У y=i|- (v-d ’

Здесь S0(x), S(x), S։(y), также T„(y), Т(у' и Т։(х) заданные 
функции распределения температуры соответственно вдоль ОС. СО. 
ED, ОЛ, СВ и АВ рассматриваемого угла (относительно этих функ
ций предполагаем лишь, что они имеют ограниченную вариацию), 
Հ — коэффициент теплопроводности i-ой среды (։ = 1. 2, 3).

Представим функции U։(x, у) и U/x. у) в виде рядов

СС- 00
.. , . \"Х - t ' K«v՛.’ V . К։»\ . <>Ь։(х,у)- У fK(x;S։n ֊֊֊. и..(х,у)= V gK(x)s։n յ-. (2J)

к—I K^l
d d

где i„ (x) = U> (x, y) sin dy , gK(x)~ A- | U,(x, y) sin K‘‘> dy.

о ”
Дифференциальные уравнения для 1к(х) и gK(x) соответственно 

будут:

։лх| ֊ р, (X) = ֊* | I 1)“ S(x) S„(x) .

^.(Х)֊ (֊ygK(x) = ֊j֊p֊1)KU։(x.d) s„(x)j. (2.5)

Из (2.2) и (2.3) получим граничные условия для й (х) и gjx):

f«(ь) = s«i, Mdj-Bjdi), \f;(d|)=\g;(d1). g,(0)-u. (-.6)

Здесь
d d

SKJ = -~ j Sj(y) sin dy, u -= “֊ T0(y) Sin —p-dy .

0 V
Представим функцию U.(x, у) в виде ряда

d

Щх,у)= շ_ <px(y)sin -щ֊. q>M(y)^֊p u:i(x,y)S։n-^-dx. (2.7)
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Подставляя значение Щх,у) из (2.7) в уравнение (2.5) и ре
шая последнее, а также используя условия (2.6), будем иметь:

f«W = ^֊b [B.shajb xj+r.sh^xl +

X
+ 4Jl( >)'»ю s։(t)|sh։K(x t)<it.

Հ
и (x+=8“' * ShaKb

sh a,, (b -djJ 
sh aK d։ 4՜ г к + px

sh at,,- (<1,—x 
sh «к <1,

dt
Հ- I S0(t)sh ax(l—X;dt—( 1)’ "՚ k У֊^֊^ sin a|։ x .
dj - — P‘+(?«)'

x P~l

12.8)

Здесь обозначено
b

aK = ’^., T=֊֊> rK - Ski — | I (-l)*S(t)—So(O J sh a6 (b-t)dt,

di
«հ

?K= Ա- -Հ J^Oshax t<lt. (2.9)

Неизвестные постоянные Вк, входящие в выражения (2.8), опре
деляются из системы уравнений

XjChax (b - dj- X.?cih aKdx sh a,<(b —d։) л sh a,, b X

(-1Г
' ■ V |>(՜ I Ph

K ճյ p« + (TK)՜2 shaxd։
J -i

-- r., (A։ Z.)ci։a% dj (2.10)

Прежде чем найти граничные условия для ?к(у), представим 
U;(x, у) в виде ряда

О'
U-(x' у)= S 'K(y)sin ՜յ՜ ’ Фц(у)= i ЬЧх. у) sin ֊ dx . (2-11)

к-։ 1 и 1

Аналогично предыдущему, дифференциальные уравненш- и гра 
нлчные условия для fK(.y) и Ф։(у) соответсгвенпо будут:
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. , տ / К7С . 2кх■л.(у)֊ (Հ) W>')=^֊ ( 1)" £ ip(dl)Si„ iw ֊ Т0<у) 

г-1

Ն(Կ)=և.-. ?(d)='K(d), MK(d)«M։(d). 'K(O)=sw.

Здесь

о

d
s-“ d, js^si" X։lx- 

0

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Решая (2.12) и удовлетворяя условиям (2.13). получим:

w«M=sh3 ь;1р«81'>к(|’> >)4՜4^տ|’յՆ’1 :՛ 

у
■ f i (֊l)“T(t)-T։(t))sh!sK(y t)<lt, 

d (2.15)
, , . sh?By „ s'OJb.-d) I s։>\(d-yl 
^՜ՏհյԼԵ, F‘ sh3Kd '' 4‘ I + slic'd

d w
֊2 խ,)Տհ?,(է }Я + (-Г^ y^ySh,|3pV. 

v p ’

При этом постоянные 1Ղ определяются из уравнений:

Р։= л-.sh^b, -d)-(-J.,ch\(b.-d) *՚տ1,՚3.Ե< '<

28 V» Р(“П’’ i0(d) ? . .
X -1)P± X —TT-’v----- H —5 - +(A- '. qu.cliX,d . 2.16)

к- — p- ։ VOK)- sh i d ■ 4l V
pl I

Здесь

?՛
\ --p ' 5 = ֊ =-‘J֊՛ ՜յ I T..(t)sh\1 (It.

<>
b

ч,(‘)= Կ+ Щ ( I (- Ո՜Ն։)-Ն.(է)|տ1ՀՀ.(1>, t)dt. (2.17) 

d
Преобразуем соотношения (2.10) и (2.17). введя новые неизвест

ные П1к И Лк
1 I (— 11*

Вк = —г—-г-г ------- nk sh х,. Ь—гх $11 ж,. d։shMb—d։) I к 1



О плоском установившемся распредсл нии температуры 19

F‘=-<(U[-T!‘ МЬ?Л-Ч^,‘>]- (2>8)

Подставив значения ВК и F* из (2.18) в (2.10) и (2.16), для 
определения тК и пК приходим к следующей совокупности двух 
бесконечных систем линейных уравнений:

.. __ . у + LJ!1A +
ZjCth а,. (I) փ )Н л,с(11 d։ г. —1 р Цук)- sh ак մ։

p..l

J. (_пк— ճ!ձ_____
■ ' ' A...SI1 (b- dj) ՛

(2-19)

л m__________ ______________  25 у nip x (^1)^
л. ctli ;J, ib. dj 4 X.ctli-Հ d - — p’-i (ok)3 sii հ d * 1

p-i

_____ M___ ___
;...sh,\(b, d)

При этом выражения для fK(x) и gK(x) окончательно примут вид:

— sl1 аь ՜ ձԼ
!" 1л) sii ах (В- <1.)

sh ац (X֊ dj) 
sh я, (b dj SKl

(֊ llKS(t)-Sp(t)j sliaM(t-d,)dt

lfS(H-S0(t)|sh (b-t)dt

(2.20)

. , . sh аиx 
= sh .1,

՜ 1Ո’- ! ՜մ 1 so(Osh «к(2г 0d1
h II J

X

sh «к (dj֊ x) 
sh aK di

X
th„ 1- -i- S0(t) sh ak t dt
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Аналогично, ДЛЯ ф։.(у) и ФХ(У> получим:

. < shp.(b։- у) 
'ՀՆ = sh^b.-d) ( Խ* Пк 

к

( | <-i)KT(t։-T։(i)| տհԼ(է֊է) (it

3
b|

sh Pjbi -dj Ul l)kT(t) T,(t)] sh (Ահ, — t) ill .

{2.-Ջ1Ն

sh.\d
Пж
К

մ
|’т,<1)811^(1 -t)<ll sh p,t (d֊y) 

sh Հ<1 Sxo T

+ ( T,(t)sh?։t<lt 25-k v, (-D nip
--------- X ....--------- -------- Sill M՛

sh k (y <0

w=
sh Հ у

Исследуем теперь совокупность двух бесконечных систем ли
нейных уравнений (2.19). Как легко видеть, суммы модулей коэф
фициентов первой и второй систем соответственно будут:

Հ. / I \ Հ
Л1С(11А(Ь ֊с1։)4Лс1Рак(1։ ԷԸ1Ո*«Ա« «х Հ )’ ֊ )Հ: Լ’

(2. 22)
?»♦ ( .. 'j 1 ։ А л»

х, ctn >K(b։-d)+x2 ешк d \cu։ |3h ° ՜ d Jc mV
Таким образом, при ограниченных значениях отношений и 

л«
z֊’- совокупность систем (2.19) вполне регулярна.
Лз

С другой стороны, из условия ограниченности вариации задан
ных на границе функций нетрудно видеть, что свободные члены со
вокупности систем (2.19) ограничены. Из теории регулярных систем [6] 
следует, что совокупность (2.19) имеет ограниченное решение.

Задаваясь значениями граничных функций и коэффициентов 
теплопроводности, на основании теорем о вполне регулярных систе
мах, оценим сверху и снизу значения пц и пк, посредством которых 
из формул (2.20) и (2.21) определятся L (х), gx (х), <рк (у) и (у).
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Пример. Рассмотрим в качестве примера задачу о плоском рас
пределении темпера туры в однородном призматическом теле с угло
образным поперечным сечением, когда длина стенок бесконечно ве
лика (b=b։ = оо), толщина их d = d։ , причем температура наружных 
поверхностей поддерживается при ЮОО'С, а внутренних — (ГС (для 
этого случая распределение температуры в ряде точек было вычис
лено А. П. Ваничевым |7| посредством метода сеток).

Величины, входящие в выражения (2.19), (2.20) и (2.21), будут:

ад=Т,(у)=1С00’, S(X)=T(y)=0, х,=х,=х։,

։«,=։„,=-2аю 1 4 Рк = 2ооо —Լ_։ճ.
ктс к кк

(2.23)
___ Գ = _ <և ____  = 2000 
shajb—d)___ shpj/b—d)_____кк

При этом совокупность (2.19) примет вид:

=____ к ___ 2 у П1р
П1,‘ 14-ctliK7c - —յ р'-֊-к՜'

р-1

( If (1+cthKzt֊ —L 

oil К »•
(2.24)

Введем новые неизвестные гп’, связанные с mh зависимостью

(2.25)

Подставляя значения тм из ( 2.251 в (2.21) и перенося к-ый член 
ряда в левую часть уравнения, придем к следующей бесконечной 
сястел։е линейных уравнений:

2к
т“ (l-f-cth кя) кк I (2.26)

со стремящимися к нулю свободными членами. Штрих при знаке 
суммы означает, что при суммировании индекс р = к опускается. 
Как нетрудно видеть из (2.26), Нт гп* = О.

К ֊• се

Выражения (2.20) для коэффициентов (Х(х) и gK(x) после неко
торых преобразований примут вид:

և (х) —
1030 

кт;
2-1-1'֊1Г* (2.27)



22 Р. С. Минасян

Такой же вид будут иметь ?,<у) и Фк(у). Найдем выражения.для 
Ս (Х»У)-

Подставив значение fK (х) в первое из разложений/2.1), будем 
иметь:

Суммируя вторые слагаемые в фигурных скобках, обусловли
вающие слабую сходимость, получим:

IJj(x.y)= 1000 1-֊- -- ու е к
sir к',’- • (2 28) 

(1

Далее, подставляя значение ujx) из /2.27) 
нений (2.4), будем иметь:

во второе из урав-

>000 у 1
к — к

. I ак X1) —7------  П1 -Ւտհ к- к

р-1

'"О ■ Р‘1Л
Տ1Ո И

. ккх
Տ1Ո

Суммируя 
ния в двойном 
но получим:

первое слагаемое ряда 
ряду, после некоторых

и меняя порядок суммкрова- 
преобразований окончатель-

U(x,y)=l000 1 — ху

Sli а,. х sin а։< v -$П ак v sin а,, х щ ------------------ —----------֊-к sli к- (2.29)

Заметим, что С :(х, у) — С։(у, х).
Оценим сверху и снизу значения ш՜. Согласно георемам о ре

гулярных системах [G], из (2.26) получим:
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m;==0,42i, m> 0,268, in’-֊-0,210. mi «0,178. ոՀ = 0,157, 

п? - 0.143, mJ = 0.133 (k > 6) О • h

пц = 0.409, tn.' = 0,24 nV = >,I8>, in’ — I1,143. mJ — 9, 123,

6
mJ =0,106. in’ - h- V—?1;' . 4֊— (k>6)

p-l

Пбдставляя в (2.՛. 8) и (*2.2.9) вместо nf значения mJ и mJ, поду
чим верхнюю и нижнюю гран» функции I' х,\).

Ниже, в таблице 2, приведены значения 1’(х у) для некоторых 
точек. При этом в верхних строчках даются значения U х, у> с из 
бытком, в средних—с недостатком, в нижних же строчках для срав
нения даются значения Гв(х.у), полученные A. 1L Ваничевым [7|.

Таблица 2

У X
L:(x,y)՝՝

0
it

-2- d 2d 3d

U(x.y) НХЮ 9G2.3 811 751.0 750,2
d

1000 $101,5 813 753.9 750,2

Св(х.у) 10iX> 899 80$) 754 751

U(x.y) 1000 ՛ 803.0 619 505,8 500,3
d

АГ U(x.J') 1IXX) 801,1 611 o05>:6 300,2

Ub(x.v) UXXl 797 603 507 502

U(x.y) 1000 701.5 391 251,2 250,2
3d

•1 U(x.yJ 1000 702,3 381 /25-1.1 230.2

Ub-A.v) 1000 691 356 251

Заметим, что в случае, если внешние грани тела поддержи
ваются при температуре То, а внутренние- при Т. то выражении 

т —т(2.28) и (2.29) нужно умножить на-" и прибавить i.
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II . tTfililunjuiG

ԱՆ£ԱԱԱՍԷՌ ՊՐՒԶՄԱՏՒԿ ՄԱՐՄՒՆՆհՐՈհՄ ՋեՐՄՈհԹՅԱՆ ԼԱՐԻ 
ԿԱՅՈՒՆԱՑԱԾ ԲԱՏհԱԱՆ ՄԱՍՒՆԱՄՓՈՓՈԻՄ

Հուրք ածում [tu ծ ված Է երկու տարրեր նյութերիդ կազմ ված քտոակու ֊ 
սաձև քայնական ՜։ ու ու վտծ քո վ սյ ր ի ղ if tn ա /ւ կ ւ> ա ր il ն ո I ւ) ք ե ր մ n I fJ յ ա՛հ հարթ 
րաշիւ ման խհդիրր, երր տրված /; ջերմության րաշիէՈէ մը Ijiitjl.jifi վրա' 
հե րւք ա ր т пщ ր nt. ք֊! յան ա ո կ ա յ ու. fJ յ ան դեպ^ւււ.ւ1։ Էուծւ/աձ /. "hinli երեք աար- 
րեր ն քոէվէ ե ր ft tj կաէլւ! վւոծ ան կ յ и ւ ն աձև /ա յնական ‘ւ ա ա ված ,ր ոլնեէքէւղ Ampif- 
rb ո ւ ւ)' Q I. fufu։ խյ ա ն ա ա ր ա ծ if ա Ն խ ն դ ի րր։

fini (if Լ արված ոաաւյկած գծային հավ ասա րու ւքնե ր ի ան վեր9 սիստեւք֊ 
'հերի էէեգռւ քյարուվ/յւււնրէ Լուծված կ երկու. Օրինակ ե ււաաւյված ա ր րյյու նյւ֊ 
ներր հաւք եմ ա ա վ ած են 1Լ, Պ. 'իա՚հիշևի (7 { ավյալների հեա:
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