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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А X. Манукян

Кручение неоднородного стержня, поперечное сечение 
которого представляет круговой кольцевой сектор

В статье приводится приближенное решение задачи о круче
нии призматического стержня с поперечным сечением кругового 
кольцевого сектора, усиленного по кривым поверхностям тонким 
слоем высокомодульного материала постоянной юлщины.

1. Дифференциальное уравнение и контурное условие задачи

Если положение какой-либо точки внутри или па контуре коль
цевого сек гора определить полярными координатами ? и у, тогда 
определение функции напряжения при кручении для рассмат
риваемо;՜։ задачи сводятся к интегрированию уравнения

V7trr ր'’Ս ! 1 <Д‘ ’ '?Լ՜ ГП
v и = Յք- -'-г»? ? = ՜2' ( )

при граничном условии
G»U(p.?) = C на участках контура без усиления,7 (շ)

G0L’i>, ?) (jj S; — = С —на участках ) контура с усиливающим 
"п слоем,՛

где G() и Gi (6օ<լՕ| ) —модули сдвигов соответственно ядра и уси- 
ԺՍлнвающих слоев, о. —толщины последних, — производная по на

правлению внешней нормали к контуру сечения. С - постоянная^ 
определяемая интегрировани-м (2. но всему контуру .поперечного се 

чения скручиваемого стержня при. условии |LTds —0.

Обозначим модули сдвигов ядра (основного) стержня, внутрен
него усиливающего слоя и внешнего усиливающего слоя соответ
ственно через Gn, G։ и G?.

Размеры радиусов кольцевого сектора и толщины усиливаю
щих слоев указаны на фиг. 1.

При наших обозначениях контурное условие (2) для рассмат
риваемой задачи сводится к следующим соотношениям:

G0U(р, 0) = С а <? <Ь,

к .՝ к՝
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2. Интегрирование дифференциального уравнения (Г)

Условия (3), (4), (5) и (6) для определения U(p, ?) неоднород
ны. Следуя Г. А. Гринберге |1] решаем задачу, предположив, что 
функцию U(p.'p) можно представить бесконечным рядом, каждый 
член которого представляет произведение из функции от одного 
только р на функцию от одного только ф

Св
I т(?, փ) = V Ч'х (?) Sin Ок է, (7)

к 1 
откуда находим

‘1Հ (?)= “ • и(р. ф) sin а,; <pd?. (8)
О

К TvВ (7) и (8) обозначено я,: — ' -я

Пользуясь уравнением (1), условиями (3). (4) и соотноше
нием (8), получаем обыкновенное дифференциальное уравнение, 
определяющее неизвестную функцию ’Гк (р>. следующего вида:

?’ (?) +₽4՜.(?>-Հ '1\(Р) = 21(֊ 1)“֊ I] () ■ (9)

Общее решение уравнения (9) имеет вид:

’.(?) - А рч + В,?՜" + -2 1(;Х~ 1 |С • (Ю)
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Для определения постоянных Ак и IL имеем:

Ob'P«(a)-G1814'։ia)=?.?[l-(֊|f , 
. Jm-

(Ч>
G,’r,H>)+G։5JJ',(b)=^|։ ( l)xj, 

h 7»

которые суть условия (5) и (6) в преобразованном виде.

Пользуясь (10) и системой (11). для постоянных Лк и Вк най
дем следующие значения:

2| 1֊( - 1)к| «»а 
А* = —----------------- X

кг.Ь 4 '(4«- к’-)

Kzb 111 (4а=* к*г?)

(л -2Х։) (Ь4-ХкՀ (Ь |-2л3)(а к;хк)(֊֊1

Հ~| Ռ, I Р- - \ к Г' (I3J|։ I .•! 1 v)chl5։“- (l+ 5b s«)sh4«« |

GjO. . (ԼՏյ , а
где л. = . л~= в и = In — •

Go G։> b

Из (7). (10), (12) и (13) для функции напряжения U(p, ф) получаем 
выражение:

1Ն.«) =
С <•՛
О< 2

cos (сс—-2<р)
COS а

1

I -НоЛ* ^s»naK<p, 

К-ЕЗ. ...
(И)

где через обозначено выражение

4а։а (а—2л։)(Ь- акХД (ЬЧ

*ЬК '(4 a- к2?։3) a
к a* ab

х,
’ (15)
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(tga-a)(G։a։4-G3ba)
՜ a(a-~b) 4-2(b—a)

2 V ՝ ■ I G։ t o)0k a’K — w_nK a °K j -- G< | b*K w - ,K b ՝K ।
v 1,3.... I____________________________________ ________________________________

a(a-b)4-2(b-a)
(16)

При получении (14) в преобразованиях использованы суммы [3՝)г.

у sin их -
— ‘к ՜ 4

х-1.3....
II

у к sin кх
— к* ֊ а2

1.1-1.3... .

I я-Соз а ( Т) —х

arc
4 cos о

3. Определение жесткости при кручении

Жесткость профиля при кручении определяется по формуле:

D=2G։| П(р,«) pd pd у — 2GF , (17)

где Ւ՜ — площадь поперечного сечения скручиваемого стержня.
Подставляя значение Up,?) из (14) и произведя интегрирова

ние, ПОЛУЧИМ:
D«G0K(a,a,b.Al,A2|. (.18)

где
л h л Xi (b<—a'Hlga-a) 4* у I ( Ь ՝ ‘-а’

К(«,а, Ь,лрAjje - —__ ֊;------- ------ -—wt —
• •։> л \ 4*к 1

к-1.3. _ \
b ՜ 'к ՜*'_а՜’* ՜' \

--------- 7Г֊<—" ’к • (19>

4. Определение напряжений -г. и т

Для определения напряжений и т- имеем следующие соот
ношения:

• г ч. 1= О, гЬ---
Р У?

-Gi °1՜' . i = 0,1,2,
(20)

где fr—угол закручивания па единицу длины стержня. 
Подставляя значения U(p. ?) и?. (I I). получим:

О- p2sin(a (ւ. —
’ Р

! Г֊ V,,.,.. 
Я —

к -13.
COS՜*.,XCos а

(22
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Простым мажорированием легко убедиться, что все ряды, вхо
дящие в основные соотношения, обладают хорошей сходимостью и 
н вычислениях суммы рядов могут быть заменены через суммы пер
вых 3֊4 членов.

Некоторые значения коэффициента К(«, а. Ь,при G,=Gj, 
= Ц), 6,=-о., а = 2հ (круглый вал с радиальной трещиной) 

приведены ниже в таблицах I и 2, причем толщина усиливающего 
слоя 6 введена с помощью процентного отношения площади попе
речного сечения усиливающего слоя ко и ей площади поперечного 
сечения стержня, что в таблицах обозначено через 1'

Таблица I габяица
ո,՚հ - 0,2 a b - 0.5

I - ։% •i"» 1 5% Պ F P/и й*/и Я<>'„

X 0,<М 0,12 0,2 к 0.025 0,075 0.2

К 0.К2Э l.u: 1.Ж՛ к 0.340 0,428 0.63/

Для соответственного однородного стержня К = 0,57 (2].

Полученные основные соотношения (111, Ա6Լ (19), (21) и (22) 
мог\ т быть использованы для решния талач о кручении стержня 
с сечением кругового кольцевого сектора и в случаях когда:

а) стержень покрыт усиливающим слоем только по внешней 
кривой поверхности (6։=0),

б) стержень покрыт усиливающим слоем только по внутренней 
кривой поверхности (3; = О).

в) стержень покрыт по кривым поверхностям усиливающим 
слоем одинаковой толщины и из одного материала (а։=Х<=Х),

г) стержень однородный
Для этого достаточно в указанных соотношениях коэффициенты

<i>*M соответственно заменить выражениями:

для случая а)

4а;а (а —2а) (a-f-/.։» ) ( ֊?- j

7 ՜ Г՜
sb (4а’- к՜”’) sh q а, փ - a. ch q а„ 

v.......... a
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II.. In. Il'inliiii կյս>1է
ԱՆՃԱՄԱՍեՌ ՋՈՂ.Ւ ՈԼՈՐՈՒՄԸ, ՈՐհ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ՃԱՏՎ_ԱԾՔԸ 

ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ՕՂԱԿԻ ՍեԿՏՈՐ է

Ա II' Փ II Փ Ո I' 1Г

Հալ ված ու U արված / • ր9 էսն ա ; ին օղակի ււեկաո րի լայնական հաավ ած ր 
րէէ-ներ ււղ ձողի հլորմ ան fit'll դ ր ft մսաավո ր / lit.ծ էէ i.if ր, /.րր ձսղի կողմ
նային կ и ր մակերե ա յթներր պատված են սահրի բարձր tfnqutf աներ ող 
\ւյւէէթի րարակ ղերասվ:

1ЧГ1"1 ր /< լու ծ if in'll համար iiuitur/i/ած իւ ru ռ՚հ հղրա/ին ււրււյմաններււվ '([•- 
վ>1ր րեն ր ft աք հա վ ա и ա ր и i մ ր ին ահ ղ ր վ ա ծ Լ, սղաադործ !4ով Գ. Ա. Գրին բեր դ/, 
կււղւ) [и/ ու a in ջա I/ րված վւ յէփ и fu ականն ե ր ի ա՛հ 9 ut ա if ան եղանակրւ ‘1‘իւււված են 
նաև խ՚հդրի ւքաււնավււր ւ/ ե Այրե ր/՛ քէէւ ծ lii.ifiihրր t Տրված են հաշվարկային 
բանաձևեր п/it ր if ա՛հ կււշաո t ի! jtit.'lt ր և /արոր ւ/հերր համարւ
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