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Тормозное излучение и рождение пар 
в поле электрона (общий случай)

В рабогг рассматриваются три эффекта третьего порядка: ра­
диационное столкновение ..-■Kipon.i с политропом, электрона е элек­
троном и рождена-, пнр у-квангом в ro.lv электрона

1. Изучаемые нами системы состоят из электронов (положи* 
тельных и отрицательных энергий) и поля излучения. Как известии, 
выражения для полных матричных элементов переходов рассматри­
ваемых процессов могут быть получены как методом Фейнмана- 
Дайсона, так и с помощью цепочек переходов.

Кулоновская энергия в.тзимоденстння двух электронов, когда 
один электрон переходит из состояния m в in՛. а другой—из п в и', 
и при этом изменение величины импульса у обоих электронов рацио 
р и противоположно по направлению, равна7:

\ rm tn ։(Еп -г-Ем — Е«» —Ец )1
\ (U

II «О • I֊ •

где а,', н ап - операторы уничтожения и рождения электронов, пя — 
дираковские амплитуды՛ волновых функций электронов, Е;։ ֊ соответ­
ствующие энергии. V нормировочный объем.

Энергия ваий / > : йствйя злектрона с полем излучения, при пе­
реходе электрона из состояния ш в с jctohiih-- п с испусканием или 

поглощением кванта к поляризации г, будет равна:

..in е , / , НЕ».— Ел —кН
Д„«= V 1 Հ-է'-*" •<•>-* U. Ца'."е

ЦЕ. — Е« + М1»
4- а՛;* е I. (2)

где яг — проекция дираковской матрицы а на направление поляри­

зации кванта к. յՀ ' ս Հ ' - операторы уничтожения и рождения 

фотонов импульса к и веляризации г

* Мн пользуемся системой елпнип. «որ ւ < «п< J Импульсы будем ir.<-
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Вероятность перехода сисидмы в единицу времени из состояния 
1 в состояние f. как известно, равна:

w = 2^ i I hi: ?, О)

где շ плотность числа энергетических уровней конечной системы 
на единичный энергетический интервал, 11ц—полный матричный эле­
мент перехо լա.

Для по;: н-н я и и ["-чинка !i, ог.'.г. 1 надо разделить w на плот­
ность потока нз.-имод. йств\ иицих частиц.

Рассмсrot-Hiie задачи будем проводить в приближении плоских 
ноли (бо* ню некое приближение). При кулоновском в: шмодействии 
частиц это означает, чю скор >сти их ։.о и после столкновения должны

I 
удовлетворять нсраненс։ в у v

2. Выражение :ля полного матричного элемента перехода, как 
отмечалось выше, можно получить двумя способами. При расчете с 
цепочками переходов каждый из трех рассматриваемых эффектов 
будет Иметь 32 цепочки, из них 16 прямых и 16 обменных (отметим, 
чти в случае радиационного столкновения электрона с позитроном 
обмен будет и’.тн через посредство электронов отрицательных эпер-

՛ Из 16-1 ИНЫХ цепочек 12 цепочек СрСт0Я1 ւ՚. I • 13 попе­
речных переходив, ч. с. длил заваздыиаюш-.-е взаихюдействнс. а 4 це­
почки имеют по кулоновскому члену. Ly ночки с запаздыванием можно 
■; . г ii! группы по '■ ՛ ц■ и.»чкг. в каждой, характеризуемые одина­

ковыми значениями импульсов электронов и лромежу точных состоя­
ниях, которые, ..5ъ-՝ и։ннясь ио тому же признаку с кулоновскими 
цепочками, дают, .юсле суммирования по поляризациям обменного 
кванта и промежуточным состояниям, 4 относительно компактных 
выражения для прямого взаимодействия и 4—для обменного.

При получении выражения для полного матричного элемента 
перехода методом Фейнмана-Дайсона для каждого из эффектов необ­
ходимо построить 8 диаграмм (4 прямых и 4 обменных). Так. напри- 
:՛.՛■ -р, при описании процесса радиационного столкновения электрона 

с электроном, когда два начальных электрона с импульсами р и — р 

переходят в электроны с импульсами р 0 к и р,, испустив квант 

к. будем иметь диаграммы указанны*.- на фиг. 1 и 2.
Восемь выражении, c։>ui в.-тствующих диаграммам Феймана, сов­

падают с Восмыо выражениями, полученными г помощью цепочек 
переходов указанным выше способом, ;ля всех i эффектов.

После этих замечаний напишем выражение для полученного та­
ким образом полного матричного элемента перехода радиационного 

столкновения электрона (—р, И) с позитроном (р, [?), в результате 

которого образуется электрон (р։1, Цд и позитрон (- |/. - k, I.՛.՜ ,) и 
испускается квант к:
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‘I иг. 1. Диаграммы ирнмых процессов.

Фиг. 2. Диаграммы обменных процессов.

8
il = aVl,, (4)

1,= iH--p,.E)u*(p»- *'ք ^էհ —I) .
՜ dl"j

. ս(քև. eJu(-p', E'j, (6)

причем t’.H i,-хг 1 у дираковских матриц, указывает, что они связы­

ваю! дираковские амплш уды Состояний электронов ՛ -р, E.J и I р,, Ej, 

а индекс -'.ро’ ! к, — Е',„. 'и 1 ֊ р', — Е'J. Чго же касается I... I. 
и 1,. то они будут |шет։. только другие՛ ядра, которые соответ­
ственно равны

1 а4а2 • ' 1 1 К,՜ J У.;; % .է К; } 1 Xj'Z,. — 1 ) > х,7... - 1 I К,. • 7-,

ад։ ‘ ՛ "aZ* ՜

В случае обменных членов будем иметь:
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. и ( — р', — Е') u I р<„ P.J, (§ ।

причем индекс 1 теперь уже. связывает состояния !-֊ р, Е1 н 1 р', Е'Ь 

а 2— 1|)'.-гК, Е'ок 1 и 1 р„. Е.> Լ I.., Е, I, имеют своими ядрами сле­
дующие выражения:

՛ а. а. — 1 ՛՛ К а1Г а,„ * Ч.а., — 1 I а.,а,, — 1 1 К., а.г
-----ճ_------------!--------- -—  ■-------------------- ------------------ —. (-н 

֊ a4g(--------------a^------------------------- -a..g4

При этом нами были введены обозначения:

К| = Е — к |- Hj ' — р — к 1,

Kj = Е„ 4- к ~ Hj р0 4՜ к , 

1<Г= ֊ Е'м ֊ к 4֊ Hi (?.). П0>

Kj = — և' — - К 4 11 յ ՚ — p 4՜ К ՛, 

' здась Hj 1 р1 = я, р -г ft р: J = 1,2 '՛

а; = Е к 4- р к, 

а5 = Е,! к — р.,к, (Ч)

а0 = —Е'охК 1р'ф-|-к] к, 

а4= Е/к4*.Р'к»

gj = I Е'цк — Е'1 । р'4 р..' ֊! к| .

g,= (е — Е.) -'р+ро! .

g3= (E/»m4-EJ —|р0 —р'о к|՜, (12>

g£ = ( Е'4 И । - ՛ р/ р .

Матричный элемент перехода радиационного столкновения элек­
трона с электроном, описанного диаграмм ами Фейнмана, получится из 
(4) при замене

+ р', I?

— — Е' -* - р'„ — и, Е'„„ .
(13)
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- ■■ ֊ ------------------------- — _ . ------------------—1 ■ ■ — -: —--------- —■ , _ — —

Что же. касается рождения пар -'-квантом в пиле электрона, то 
замена

Р'оЧ-к. -ЕР', Е' (11)

— р\ - Е' -> ֊ р'о — к, Е'ок

в формулах ( И даст полный матричный элемент процесса, когда

квант импульса к. столкнувшись с электроном (р . Е„). образует пару:

электрон (р', Е') и позитрон (р',4-к. Е'ик). а первоначальный электрон 

переходит в состояние (— р, Е).
Наша дальнейшая задача будет заключаться в вычислении 

-\ՏՏ„Տ'Տ'„ I 11 2 , т. е. в суммировании по поляризациям тормоз- 
4 ““ 

х.у
кого кванта к и усреднении по начальным и суммировании по ко­
нечным спинам электронов в случае радиационных столкновений,

или же в усреднении по поляризациям кванта к и но спинам элек­
трона в начальном состоянии и в суммировании по спинам электро­
нов и позитрона в конечных состояниях в случае рождения пар. 
Расчеты можно упростить произведя в 1, некоторые, преобразова­
ния. Именно, удобно пронести матрицы я։. через К1/ , учитывая 
происходящие при этом изменения, что поведет к уменьшению чи­
сла членов в К‘Հ а затем раскрыть в I,. Լ, 1а, lt. и 15. |։:, I,» 1$ 
их ядра и произвести приведение подобных членов.

При вычислении следов матриц мы пользовались заранее вычис­
ленными таблицами значений следов следующих образований из мат­
риц, которые являются постоянными элементами всех расчетов:

*։ .. ՝Е iHlpJI ах . - • IE' ± II (р' Н ,
(Ю)

а։ .. । Е + I |1.р ՛1 а,. . .. I Е/ г Н '.р' J!,

где а. ... и «ч... представляют собой всевозможные комбинации 

из дираковских матриц а и խ
В конечном итоге для радиационного столкновения электрона 

с позитроном для -֊ՀՎՏՏ.,Տ'Տ.,' I Н j3 было получено следующее вы­

ражение:

•-VSS„S'S„' I н|’= —( J.P + .).„■. +J1№ J , (16)
4 “ ЕЕ0 Е'Е'ик Jх.у

где члены в фигурных скобках появляются за счет прямого взаимо­
действия, обменного и их интерференции. Если ввести обозначения
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bt = - Е„Е' 4- р.( !>'.

ЕЕ'ик 4- р (р'о 4- к),

ba = — I: E'w< — р„ 1 р'„ -1-к !.

Ь, = - ЕЕ' — рр'

\ _ է՛* .հ_ ւ՚ձ?. _ Ճճ՝. _ .pS
gi‘b g,aa g։a3 g..a4 ’

P1 _ __ P <-x । _Ր՚լլ
gjrti g43H ' g.a./

(18)

to ,ujh Jnp будем иметь следующее выражение:

Jnp —
gA SA-

1 \J / I I ՝•1
— а։а։Ьг4֊|-------------- I a,a4b3-

\gri, gsaj

, / i ։ v , ,. ։ I /։ 1 у ւ / I i vi+-------— «usbJ+(<i։a.֊Mi) ֊A ------------֊֊. ~
Vg։a։ g2<‘a/ J տշ\3յ a4 / g։\a։ a../ |

(axa, I aaa,)(— 4-֊------- -- -------- — Y-h VA»(2b։b^ 2b3b<+g1 ։ g5)-
VgA gja.. g։a3 g2a</ ~

[b/JiP'x--i.Px )(֊ 1 I ■ b։(aip^-haapx)f—- —')ч- 
vv I \ giai ?2«Ն/ \g,c, g..c;!/

+ b2(a3p' 4-ацр )( H- Ա 
\ gia. g^aj

+ !>4(a,p'e, a3p ) [ —
Vgr'1

Jo6 получится из Jnp, очевидно, заменой друг через друга р,„ Е 

и — р'. - Е'. Наконец, Jw„ будет равно:

Ւ ft 4-:g,4 g։4- a 2b, 2Ь, -4)

Jtnir -- 4b, ( . «1 I I --)+«>.(■֊ a— 4-
g։g.t3։ £-.Ք.յ 3 glg4 glg3 gig<3;

а.. 1 1
+ 2

I a? r ‘{a a5a4
a^J +g=g3a 1 g։Sx g^4 ) Sjg։i a. a. «։• a । a

1 f al a< aa:i । a։a. I_L__ ( a’ a, a։a- asa։\

g;gi \a։a3 a2 a։a. a..a3 \а։за a4 a3a, а։а։;
1 f “5 4 a‘ a, a. а։а։ \ у A., !Ն (4b.b ֊> 4-

g-.g. ՝. a.at a.i a3a։ a5aj
x,y
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х,у
Ь|(а։ РО1 -тзар, ' 1 -Г — ֊Խ ь,(.1։р։ l a.pj

Լ'։«ւ g«3> /

—+—՛!&Я< g*-«T !
՜ -Ճ B1 i Ь’1Л;։‘ 1 ՚ ՜ '- i —֊I. 1 g,n։

>l\- ро։Н'Ъ4-пй +Viu"-1 - ' 
ԴԴՆ &Д։

' <P...

gv‘.

(2<)|>Հ ) (a, ‘ 3J

Таким образом, для клж լօր<> из рассматриваемых эффектов бу­
дем иметь выражение 1ля :ն перечник.։ и гл-дующем виде:

մՓ ֊ \ ՏՏ > II 
4 —

(20
v

где v и V՛—скорости сталкивающихся частиц (электроиов. по­

зитронов или квантов) Для дну?: др՝., тих проц ссов — S>,,S'S,՛' li|
•I

получается из (16) посрелстн м Г.З- и (Ы).
Для ?. в случае радиационного столкновения электрона и по­

зитроном, имеем выражение:
уз К dU

' ------2_т՜:՛ (22)
JP.. р' ՚ ՜ր к
Е.. 2Е,,. ՜

В случае радиационного столкновения электрона с электроном

1 V’ K’p-dU.<1‘J. .0...

Наконец, в случае рождения вар
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VI - • «
1 Vs р' р'. • К;'о2'(ИГ 
շ

-к " Г, ՛ к (24)

Коэффициенты 1 2 в двух последних случаях появляются из-за 
наличия в конечном состоянии системы двух одинаковы?: частиц 
(двух электронов). Для получения значений поперечников в г.ча (21) 

/ I։надо умножить на — I . Отметим еще, что поперечники получены 
\ п։с /

в произвольной системе координат.
Для проверки полученных формул масса позитрона в случае 

радиационного столкновения электрона с позитроном была устрем­
лена к бесконечности. Для этого мы воспользовались несколько бо­
лее длинным выражением, чем (1J) (не приводимым здесь), где было 
проведено различно между массой электрона и массой позитрона, и 
в результате получили хороню известную формулу Бете-Гайтлера 
для тормозного излучения электрона в поле неподвижного ядра с 
Z= !.

Вычисление значений поперечников в общем случае весьма 
трудно из-за чрезвычайной громоздкости полученных формул. Однако 
полученные результаты позволяю։ произвести исследование гранич­
ных случаев малых и больших энергий. Рассмотрение их будет про­
ведено отдельно.

Физический ИНС Г ИГ v 1 
АН Арминскпй ССР

riocrynn.'io 8 IV '1Ց՜»2

*1*. И’* *\iup|։pju։R

ԱՐԳԷԼԱԿՍ՜ԱՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՍ՜ Ы ԶՈՒՅԳԻ ԾՆՈԽՆԴԸ ԷԼԵԿՏՐՈՆԻ 
ԴԱՇՏՈՒՄ (ԶՆԴձԱՆՈՒՐ ԴԵՊՔ)

1Լ Մ Փ Ո Փ II I- 1Г

6/. աշքսաւոոէ ք/յա՚էւ tfh9 If fi itnf H ւ if հ՛հ Ifiuptffi hpl. p l,tf>LI/in-

Vi/.y»՝ i'[bl[mplfhfi H Ш if ի ա Ц ք' Ա՛հ puiflllli if[1 ոք nt[fi in p li'h ի ‘J.in, Լ[Լ կ in p r։՝h/1 p tnfn fl1 if p 

Լք1.1քէո (ււՀն ի ./.41 h Լ I U[ III l>n‘h Д ifiiifUiattf ծնււէնէքքւ Հ - Ipf Ill'll in 11 if.

Պ[ւորյ1. lt'hl. p/1 -nil nnf ած Հւ՚նԼ p fi in p unu ч in j nt it t (J J n! ‘h'hli p p и tn m i[ if ut Л 1,՚Ա ft’h\- 

nfhu tft t) fit ill'htj »/' ա՛հ о if in If’hl. [i fi, Ն it t Հհ պ /. и h '/ill յ/f m‘h ֊'1՝ in 1 n n'h ft if !.f.1 n 4 it if r

/fh If in if {.'ll [I ifi n fu ա plpf in'h ’1 nt» iftn n 111 մ n if if n J ft i f) j tn ՝h rii'hfi 32 uiftnlf, l/uirf

•bl.jif in"h f, ծ' if fnnif[linif ։

!՛Հհ դ-ւ ill'll fl' I’ tpn/iil Hi fiuj/t II nni t If if ան 'itirifnili I. (1.1/111 ji n‘(i fi ՝ uf n 1; fi m p n'h fi

հեւո it t ն I, if III <7 innif fiutif fill’ll p in fml ա՛հ ч tn nnf ած ։p [1 in p ui ш\nr цп ll t fl ftu’ti ifl.f
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պ1պխո fill'll /, if ш п п ա՛հ ձ դա I.//1/f, / / ni'li 1/ LИ i [•/ j in'lt h ninnirjt/ ած iiijiiiiin-inif֊

in ill /I f tn ՚հ/1 \ in tl /i 'h 1/Լ՛/ I. f‘I. tid.-Հա j in /L ft ft Հք»քքրր)'ր4լէքք(էւ il.tr։։

lil/iiiinfi nt 'bl.'h ш/n i/ it in ա if ij ած ու ftui mini fin tn /J Jltl'li'lih fi /, i/i in if ni'li if fini/itf 

յոհսվւը, նքւանո if ni'li/ini if in րւն ՛՜էհ in ini/itui nt fil J ttt-^i լւ ft'li if -i ni’li nt fi i/I. ’>;./»/' 'tniilin/. 

ա՚հհ՚ւէ in/I/Հհ ւ.դւոէ/1 {Ո.ծ ե է՛հ I./'tf (nn'lih/ւ/• >tn if tn ft L ղ/t m j ]i՝U ./ և it/Jill /' /'

Mininiifnnint fin'll ft l/l/iutntn fnj /. աո ni'li ձ fi'li:
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