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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Н. О. Гулканян

О кручении призматических стержней 
с прямоугольным поперечным сечением 

при наличии продольных трещин
В работе приводится точное решение задачи о кручении приз

матических стержней с прямоугольным поперечным сечением при 
наличии продольных трещин. При этом рассматриваются случаи од
носторонней. двусторонней и внутренней трещин произвольной дли
ны (фиг. 1,2 и 3). Полученные решения позволяют исследовать воп
рос о влиянии глубины трещины на жесткость стержня в указанных 
случаях, а также определить значения максимальных напряжений 
а поперечных сечениях.

Получены формулы для определения функции напряжений 
U(x, у) и жесткости С. В качестве числового примера рассмотрен 
случай квадратного сечения. Полученные количественные результа
ты сведены в таблицы 3 и 6.

1. Кручение призматических стержней с прямоугольным 
поперечным сечением при наличии односторонней 

продольной трещины

I. Постановка задачи. Сведение решения задачи к бесконечной 
системе линейных уравнений. Определение функции напряжения 
U(x,y)npH кручении призматических стержней с односвязным попе
речным сечением сводится к интегрированию уравнения 

при условии
и = 0 на контуре сечения. (1.2)

В силу симметрии поперечного сечения и граничных условий 
относительно оси EF (фиг. 1) функция напряжений U(x,y) будет 
;.1КЖс симметричной. Следовательно, достаточно определить функ

цию l'(x.y) в области OBCDEF. требуя при этом, чтобы ее нормаль
ная производная на оси симметрии равнялась нулю

*У.М! =0. (1֊3)
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Положим, что функция

г . ( Ui(x, у) в облает ОА1-.Е
' ' ' । U2(x, у) в области OBCG. (1.4)

Следуя методу вспомогательных функций Н. X. Арутюняна [11, 
функции Ux(x, у) и П.(х.у) ищем в форме

.. , . , I 0 в области DEFG
U.(x, у) = Ч । x,y)֊t-

I Ф3(х, у) в области OADG, (1.5)

. |1ք, Հ , (0 в области Л BCDU(x. v) = Фа(х, у) ֊г
’ фа(х, у) в области OADG,

где в силу (1.1) Ч’։ и Чг5 должны удовлетворять уравнению Пуассона

W։ = - 2 и V’V2t= —2, (1.6)

а вспомогательные функции Ф, и Ф.. — уравнению Лапласа

:С 2Ф, = О, V24’5 = 0. ( 1,7)

При этом, согласно (1.2) и (1.3), эти функции должны удовлет
ворять следующим граничным условиям:

Чг։(х, (1-) = О, 'Г։(х,0) = и, Ч\(0,у) । Ф։(0,у) = 0.

Ч\(х, Ь) = 0, Ч;.(х, 0) ։ Ф,(х,01 = О, »1Հ(0, у) ֊ 0, (1.8)

•Г.2((11։ у) = 0. Ф։(х,0) = О, Ф2(0, у) = 0, Ճ1! 
дх = 0. 

х а

Для непрерывности решения Ф։ и Ф± на линиях контакта об* 
ластеи должны удовлетворять также условиям



О кручении призматич. стержней при наличии продольн. трещин 69

Ф,(х,<1։) = ч\(х,(1։1, ф,(<։„у)=о, = 0.
<1,

(1.9)

Ф.<х, tlJ = O, а,у = 0, 
y=ds

^2(d։..v) = ’lVd։.y).

Функции Ч’։(х, у) и ‘Г?(х,у) будем искать в виде

У) = V և (х) . sin յՀ (1.10)

к=»1

Ч\(х, у) = У Vk (у) . sin -р.

к= 1

Граничные условия для определения Ф։(х, у) и Ф2(х,у) неодно
родны. Следуя идее Гринберга [2|, решение для функций Ф։(х, у) и 
Ф։(х,у) будем искать н гаком же виде, как и при однородных гра
ничных условиях

ф։(х.У)= Ճ ?*(х) . sin—' , 

к-։

где «у (х) = -j- Ф,(х. у) . sin *** dy,

о
И

(1.11)

Ф2(х.у)= У Wk (у). sin К^Х ,

к=1

d։
где Wh (у) = յ- Ф.(х, у). sin К*Х dx .

<•

Уравнения (1 .5) —(1.11) полностью определяют функцию напря
жения U(x, у) в области OBCDEF, так как определение fk (х), фк (х)‘ 
\\(у) и Wk (у) сводится к решению линейных дифференциальных 
уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.

В силу ( 1.6) и (1.10) имеем
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1 * ՜-|Ւ՜ -------------— - ~ — — - ֊ ——

Умножив уравнения (1.7) Соответственно на -Հ- sin и на d2 а» 
- . ктсх-д—Sin . и интегрируя первое из них во от нуля до (L, а втл- 

Պ Պ
рое по „х" от нуля до d։, а также пользуясь условиями (1.8) и (1.9)» 
получим:

\ /КК\3 / 1 / 2кк V w / . . • кях^ՕՕ՜հք, ) = ո (քշ՜ -֊ VHdJ.sin - —•
3 l»=l

(1.13)

w;(y)-(^Wk(y)-(-l)‘ '2*'. У [„«!,) . sin 

’ P-I ։

Из граничных условий (Լ8) и (1.9) следует

fu(a) = Vk(b)= ?k(d>)= Wk(d:) = Wk(d5) = 0. (1.14)

։\(О)+фк(О)^О, Vk (0) 4-Wk (0) = 0. ։ (1.15)

Общие решения уравнений (1.12) и (1.13) на основании условии 
(1.14) будут

ch Ъ֊<а֊Х’ .№■
f‘« В‘ 'к«з »-).

(և

К7՜
«Ь —(b-y) 2

v..(V\_ \, 1 „ 4111 ri / iv<+n
sh

I

K-l
d?

, KTib (кп)’1 1
sh -r- ' sh к кЬ •

d։ di _

?։(x)=(_I)44sl-(x_(1,.y pkdi 
d> d: p-i ₽’+(

VP (d,) 
Kdt\* 
d. 1

(1.16)

Wk (у) = (—1 )к —. у-. sh ”֊ (у — (և) v Р-Ւ 1)11 М?‘)
11 1 1 р֊1 Р“+Й)՜
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fp(d,).siiiP^

.» / (և \ ’р=1 р- + | К )

Подставляя в (1.15) значения U(xj, 
( = .16), получим две бесконечные системы

Vk(y). ?fc(x) и Wk(y) из
линейных уравнений вида

-I- I)"i

Nk = ( 1 )k

2 «1, |=( ’)“ -• Հ
sh (ь - «։,) 

՜7հ W

d‘ <ii —-1 / S(1։ 1 
d/ <1. ' - I

iL. . kwL v ։>
, • sh r • >

<1| d։ —

1
X

. V __

p=i,3 Pa

P(֊ D”
• d’ i

(1.17)

ch (a - (]։)

՜ր^—ii..

4d*

2. Исследование и решение бесконечных систем. Введем в (1.17) 
следующие обозначения:

B„ = S։.<1,. d։e\!)k
հ Աշ

(2.1)
4. o । 1 ( 1)к IX к = Rk. а. '.11. (1- - . sh —:— .К л։

Тогда бесконечная система (1.17) будет приведена к следую 
тему виду:
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V.
Rk = V ам, S։ -4- у-.

Р=1

ОС
Sk“ V C|j|, Rp : ,‘Հ .•

Р*1

(2.2)

где 2 к d..
՜ ՜ ՜ ն7Л (1|

ch — iL

2 _<k ,hj<2k , 1 A 14-(֊Dkt l
Kit d- ' 2dj kW ' 7. ' d. . K”d..

sh —r֊2֊

1 Jfe L ։ 1)“ *1 
kj՜ d, ՜ . Kitd.s" V

Вводя обозначения R,. — ZjK j, SK=--Z?K< = B_,K t, Հ = BJk,
AiK.jp A’k֊j, 2p I = 0, Яир — A ՛>; I. ip < Cxp= A-_>,„ _՚|> -i, (2.4)

совокупность двух бесконечных систем (2.2) приведем к одной бес
конечной системе следующего вида:

Z. = A.p.Zp -1-1Լ V=l,2,... (2.5)

P=i

где А.,, и 1Լ определяются соотношением (2.4).
Из теории вполне регулярных систем [3] hhu-ciho, что. если

'7-
՝ I А,р < I н для любого v и н>о и свободные члены си- 

р-1
стемы ограничены 1Ն | Հ М, то система имеет ограниченные ре-

-/ Мшения, удовлетворяющие неравенству Zv <К=
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Покажем, что бесконечная система (2.5) вполне регулярна. 
Пусть v — 2к — I. Тогда

V —J 
р=1

Ос
A-.’k-i, |. । = V I а,:р

р«1

. pied. . որ . ։ ч։հ —. ch . (а — մ.) ւԼ մ..
. рта 

ch'd...

— ֊’ 1 ra d։ \
(a d։| I cth ֊[■’ кг.

1 d,

< X , ±(t .;.e- Հ d11 ) հճ, 

k«d 1 ■_՛'/ ■... ' 1 ' а

Пусть v = 2k, to։ ui

IJpii этом использованы следующие неравенства:

. DTcd. . рта . ря , I I -л“ (а ՜մ«> I
sh Т-—Լ . sch Ц-. ch -֊- (а — d։)<^ ։1 \ I -е U։ I, 

iin ci* cl} •«

, prd5 . prb ря 1
sh ֊‘.sch1, . sh 4֊- (b d.X-r-,

d։ d։ d, 2

cthx 1 < 1 . (0 < x <oo).
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£ _
Выберем а так, чтобы т. е. « = । շ . Тогда для любо-

V I Т
го v А.,։< I < ֊ — , 1. е. система (2.5) вполне регулярна и

р՛— I

О ֊ 0,29289.
Свободный член В. системы (2.5) ограничен.

I | -С 0,14329 4-ОЛ8244 . ----- т-----1------?,

С 0,20264 Ч- 0,25801 . —֊—!---- :------ .
տհՋ

(Г ՚ ւև

Обозначим значения неизвестных Z с избытком через 7. ас 

недостатком через у., т. е.

Z. < Z, հ 7 , -

В случае систем с положительными коэффициентами (3| нахож
дение конечного числа неизвестных Zx сводится к решению двух 
систем

_ к •
Z\ —Zv = լ A,plz. Zjr2K. V Аф, (v= 1,2.......N)

p-1 p=N+l

N
Z. Z, = v A.,,!.Z,+ zJ 2R, . (v—1,2......X).

p=l

Применение лимитант, введенных Кояловичсм [3|, позволяеч оце
нивать значения неизвестных дляу(у - 1) и уточнить полученные 
оценки дли неизвестных ZJ։ Zt, .....Zx.

В качестве примера рассмотрен квадрат Ajc трещиной 

различной длины S.
Поскольку ширина трещины принимается за нуль, то при вы

числениях полагаем ւԼ = а. После применения лимитант получим сле
дующие оценки для неизвестных (табл. I и 2):



О кручении призматич, стерАлей при наличии продольн. трещин 75

Таблица I

Sb 1/4 12 3.4

Z. —0,1’168 -0,08660 0,0788
Կ 0,01017 -0,09752 0,18508

z, -0,11382 —0,12697 -0,11352
Լ 0,10792 -0. 1 1089 -0,16072

0,13524 -0,14801 0,16259

Таб шца 2

S/b 1/4 I 2 3/4

Հ -0,09773 -0,06977 0,09404

Zs 0,02056 0,08069 -0,15409

-0,09201 0,07320 -0,08811

՜ճ4 0,09119 0,08712 0,11845

0,08229 0 0,07801

Н(х.у) ■ Z?k ]

. кж!sli ------
а

1 К7СУ ch —--а

4֊ ch

, ккЬ , 2кя> clh — . sh------а а

1 к
а

в области A BCD,

Л __ sh ——
Щх,у> . (З.п

՜ւ 3 - 7

3. Определение функции напряжений. Полагая d։ -а из (1.5), 
(1.10), (1.11), (1.16)» (2.1) и (2.4) для функции напряжений U(x.y) по
лучим следующее выражение:

/ , . 2к«*у , к«*Ь , 2к<»у ։ . 4а . 1\х и( л. ell - Cth. Sh — )+(^(Ь( ') 1՛
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где („(a) =-L_l£_ai|..Z,p.tli — + g֊[l Н-1ГЧ- <3J

4. Определение жесткости при кручении. Жесткость пр» кру
чении определяется но формуле

С = 2GH I ’ (x,y)dx. dy,

где Զ — область поперечного сечения стержня,
G — модуль сдвига, 
н угол закручивания стержня на единицу длины.

Подставляя выражение Щх,у) из (3.1) в (4 1), 
жесткоеги (.: получим следующую формулу:

для вычисления

для жесткости С будет:
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КяЬ ..
Id -th

(4.3)

Подставляя значения Zk и 2к в (4.3), получим верхнюю и ниж
нюю границы для жесткости С, причем значениям /к будс т соот

ветствовать нижняя граница жесткости С, а значениям 7.„- -֊-верхняя 
граница жесткости С.

Ниже, в таблице 3, приводятся значения жесткости С для стерж
ня квадратного сечения с продольной трещиной при различной ее 
длине S.

Таблица 3

5. Определение напряжений. Напряжения т>.х и ту.՛

S b 3'4 1/2 I.'-I 0

C/Gb< О.ОГИ 0.079 0,116 0,141

C/Gb< 0.062 0,081 0,119 0,141

определи-
югся из соотношений

_ Ge <Я_)(х.у) . -----------ойЛ)(х-> >.
<?у • у։՜ ох

Подставляя значение U(x.y) из (3.1) в (6.1), получим:

(6,1)

... v • ктех«։н ' SII1 
— а

| 2 d.-(- 1)K.Z-?K ։.sh
Kxds

a

. 2кгл- sh a
1 КТСУ ch —- a

.1 K~b . .. kz\ 2кку\ 4a . ... ..•Ch------(1—cth — • cth------ ■- — - v. 1 - Կ'l a a a / к՜)- 1

. kz\ 
ch —- a

в области \ВСГ).
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. 2k«v
» ՏՈ---------

т„-«Н V | Հ_՜ • n-.ZiK-i-sli *К—-.ctlih’lb------- —
— • a a . кяу

к=1 ch—i

ch —'՜
'|. *L ,[|+(_ir.j, С1Д +

a a J (кг)’ 1 ' J jftcb
a

I u ֊ 1 ։ кп 14 V p( ՜ 0՛՛ ip (aj
— i — I )h — • Ktkch - (v —՝ —------ - , -----

a- ' a ~ V₽=' p +(kt)

V ------ . cos 1ՋՃ . sin
a’ — a / (1. \’ (L a p-i 1^ (к- )

КПХ cos 
a

в области. OAF.I-՜, 
. K<xd,

— sl>~
7-.л

ch2S_cth^b ь2кку \ 4a
Д a a a ) (k-)։ 1 ‘ ՝ ’ 1

sh a
. клЬsh — a

в области ABC|\

“ул « GO

. Kxd։ sh----- -a
, KZy ch--- i

a

Pl~U!Jp_(_a)
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г (֊•«)՛
2к_3<Г 

а»

« fj> (a).sin^-֊֊ 

р՜ 1’։-(кгГ
cos а

в области OAEF,
гае !,,(а) определяется из соотношения (3.2).

II. Кручение призматических стержней с прямоугольным 
поперечным сечением при наличии двусторонней трещины

6. Постановка заоачи. Решение уравнений. В силу симметрии 
■ОПерЫн»го сечения и граничных условий задачи относительно цен
тральных осей, будем определять функцию напряжений U(x, у) только 
1 области OBCDEF (фиг. 2).

Фиг. 2.

Для того, чтобы U(x.y) можно было продолжить на всю область 
сечения, достаточно, чтобы нормальные производные на осях сим- 
мегрпи равнялись нулю

=(< tfU(x,y) | =(|
ПВ х = Ьа ’ <*У । у = 0 ՜

Пусть функция U(x,y) в области OBCG принимае։ значение 
и։(х,у), а в области OAEF—Щх.у). Тогда U։(x,y) и U-(x,y) аналогич
ным способом. как и в пункте первом, можно искать в виде

Ս» (х,у) = ‘Г| (х.у)-СФ (х.у), (i = l,2) (6.1)
где функции Ф| (х.у) (i — 1,2) существуют в области OADG, функ
ция ’F։{x,y) в области OBCG, а функция ’Г5(ху)— в области OAF.F. 
причем Ա՛յ (х.у) и Ф| <х,у) (i 1,2) должны удовлетворять уравнениям
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3Ч’| = - 2, V։<1>< = О (i = 1,2) (6.2]

и граничным условиям:

,Г։(х>Ь1) = ’Г1((1„у)«Ч’|(0,у)=0:

ф*(хл)=(■# ։ v. d= ф,(0,у) ~0; <l>i(di,y)=՝едуь

= 0, 
\=0

(6.3>

"՜Ք’մ’)= (ՓԼօ “ (Ш -0: ’‘\<и.у>4- «iMO.y) _ 0.

=(Ш^=с,: Фг(хл) - "՜՚ւՆւ|;)
Функции 4՜ (х,у) и Ф, (х.у) (i = 1,2) будем искать в виде рядов:

ni(x,y)-= և (у), տա , Ч,(х,у)= \ <р>* i(x) . cos------  -,1
<ii 2с13

к=1 к-1

- Հ՛
Фдх.у) = V \հ (у). sin -~’х , где \'t. (у) = Ф,(х.у) sin <1х, (6.4)

к*= 1 у

<։>շ( X, у) = у W2k I ( х ). с OS ֊հ- . где
к 1

d;
W.:k -1(х)= ֊- ф2(х,у). cos

Заметим, что системой уравнений (6.1) —(6.4) полностью опре
деляется функция напряжений U(x,y) в области OBCDEI-.

Действительно, определение fK (У), ։(х), Vh(y) и \V-.»k-_։(x՝ сво
дится к решению следующих дифференциальных уравнении:
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2 ՋԼ=յ»( ,ր'ճ ,,М„„.РЛ-, 

p-l

iimie решения которых на основании условии (6.3 будут

К(У)= Ал
. кяу .. кл1>. . ккуch ֊֊— — 6th —х-. sb -֊■ d. d. dj

. v , (2k ’)kx (2k —Ihvbj . (2k— 1)kx՜, Ch—^1֊-------- th—շ^-.s!?—^— +

32d֊>
(2k

V։(v)=^-ir’sh ^ (y

P=i

(2p^L> 
2d,

(2p ֊ 1)*K’ 
(2d/

(֊ IP՜’
?-.’P-i(d,) —

■»
. (2p — 1 )тсу

кзА & ??-։(d։).cos----- շ^- —
dj - A ՜(2թ֊՜՜ւ7^՜7՜ճր.՜\3՜ 

p“l (2d,)’ VdJ

(6.5)

2 . (2k-1). US (~1)1,lp(d։)

W7K.֊i(x)-dJ-֊ I Г ՝ • sh (d։- x). .р_у 2к-_
P“։ (d, I ՜1՜ (2d/

(-1Г’
(2к֊ l)r. 

2d, '
V 

p-i

fP(d,).sin^

i p՜/ . ւ ՜)շլ

Подстзвля։՛ значения функции ՛• (у), ?_>« i(x), VK(y) и \VJK (х)из
(5.5) в условия) ^֊հ— -֊ ֊?-' I =0 и ^՚շ(0,)Հ) + d\(O,y) = 0, или coot- 

I ay ay /y=={i
ветственно в Լ (0) — \ (())- и и «...֊մՕ) 4-W.„ ։(0) = 0, получим со
вокупность двух бесконечных систем линейных уравнений.

И։весгмя V. № 2—6
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Введем обозначения:

A; = _ep(_։)։.A1>
Ch-յ֊

;^(2P- ij( i)₽ x.—^֊
sh^ 1)ж1։ ’ (6.6)

2da

тогда совокупность двух бесконечных систем приведем к виду

-«•г

2a к где aM.j|, i = ֊_ -

p—1

yth .K"b-.---------------Լ֊
' 1 '2p—1)’4k։ 2d.

-P 1 ԳՐ I +* ’

а

հշ., - |,|

(2р-1М։ th (2р 1)֊\
Jd.,

(2p _1խմ 
zd.;

4(2k- 
an

I՝ml> . Ch —;—

pnd.. cth prd>,
<b

J , P“(L 
- • sh di

. sh

I

. ch
d

a. — —
•la. d‘ 1
_Ա,+(_!)«*.).

chV-ch^r
ккЬ։
“d?

2ad'
к . th

?2к 1 =
32(1֊
- I)’®’՜ ՜ 

sh

I
(2k — i)zd։

2d.

32d.

2(2k - 1) ’ 3 2k - 1 ’
.. (2k —l)xd.

•cth M,
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սИ 1 ('oi? _ V (2к—I)р” '<

«-1Հ4 W ։,“ рз[р» + (2К_!).[А)’| sl,P^ ՝

I Подстановкой А; = С*,к_ ։ = Z2K. <Հ = Հ.՚հ-ւ, ?.Լ_։ = Гл,

՛է...-Iл՛,.-։ ՜ С՛.*. .•p=U, a։.: 2p_։ = С..к-1.2P и Ц>к֊1.р = C*k. jp-i , (6.7)

CuiiouyaHOCTb указанных ;вух бесконечных систем можно принести 
к одной систеди вида

чр ' Zp ~i *f|. , (6.S)

где Ем и уч определяются соотношением
Покажем, что бесконечная система (6.8) вполне регулярна.
Пусть к = 21 — ). Тогда

I от а ос
լ I &~ւ.յ» = У 1 Ед i. -jj j = У , I ai. 2j

J=1 J֊’l
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Примем, «пи х= 2
3-d։)

тогда яля любого к

имеет место следующее неравенство;

т. е. система (6.8) вполне регулярна.
В качестве примера рассмотрен квадрат (b։ b, — dt-»b) с дву

сторонней трещиной различной длины S Для неизвестных полу
чены следующие оценки (таблицы 4 и 5):

Таблица 4

S/2b 1/16 1/8 i;< 3,8

z,;ip 0,26273 0,26687 0,21159 0.07542

Л/b’ 0.17988 0.00795 0,19450 0.18017

Z,ib’ 0,17941 0, Г-663 0,19328 0,13019

Լ ь; O,O9«r2 0,15592 0,15598 0,08678

Zv . -•. > О 0 0 0 0

1 обличи 7

S2b 1/16 1/8 i : 3/8

z։ w 0,33347 0,34703 0,285.32 0,12457
ZJb' -O.I434S 0.06137 0,26499 0.25691

0.28208 0.36660 0,29424 0,20511
z4fb’ 0.17888 0,26528 0.28112 0,19892

0,25583 0,28603 0,27312 0/21465

7. Определение * есткссти С. С A'rf* I I U(x, у) tlx . dy

b ь. Ь *13
8GH f J* П,х. y)dxdy f ( U(x,y)dx .dy] . 

0 d, ։ *
(6.1)
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Согласно (6.1). (6.4), (6.5), (6.6) и (6.7) функция напряжений 1 Цх, у) 
имеет вид:

к тик

(7.2)

в области ABCD,

. у
Р-1

(ь.) •
8dh 
лЬ?

<z.
(7.3)

в области OAEF,

p-I

где

• th

(2p-l)2 +

(2p-l)*b, , 32dj
2da ’ (2р-1)5к’ Г՛ ■ (7.4)

(2|>- 1)(֊1)" '

. (2p—1)7й}'
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Подставляя в (7.1) значение U(x, у) из (7.2) и (7.3). для жестко֊ 
стн С получим следующую формулу:

cth

z*֊, + ■ У — • th к3 th
ккЬ։ 16Եշ
y<i; ճ’“՜ ՜^ր

к Ttbj 
Ж

Ch t -г֊------------ ;------------- -r-b. . Kitbi . KTcd, sh -7—1 . ch — ’b, b.

. 128(1? v 1 “A , b,b?
----- -— ՝ — . h----- - -4- - 

к- — Kt։ 4(1.--------- 6
IC—1.3

Для иллюстрации полученных результатов ниже, в таблице 6„ 
приводятся значения для жесткости стержня квадратного сечения с 
двусторонней трещиной при различных значениях ее длины S.

Таблица б

5,2b 3/8 1/4 1/8 1/16 0

C/(2bl< 0,066 0,091 0,120 0,133 0,141
c/(2b)< 0,07! 0,1 0, J3I 0,140 0,141

8, Определение напряжений и ту։. 
U(x,y) из (7.3) в (6.1), получим:

Подставляя значение

4b, 
w

ch ֊—-
Ь, 

, ккЬ sh — 
b,

в ибласти A BCD,
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..... v ■ KZX = GW >. Sin -----J b, 
k«l

ьг

л

Р-1

I 4-е

(-I)1"'

Sh К”У cth . ch
Օշ I), 0.

. K7ZV ch — 
_b± 

. KKb. sh - 1 
b.

ևԿ< ■ ( I)' 
ba2

(2Ր РН)1

(2p

.։• ।
ГГ-^р-.

-24

4b., ■ — ■■ 
(KX)2

Kxda 7 ch —— - ■ Zax-i b.

ch V(y~d։)<

(Ь=) ֊ (-1)
ь

СФ- 1)

.к-М

p I -1'
u области OAEF ,

<z
г/a V KZXzyr = (iH > cos ——

— b.>
. k-1

(-DK

—2- jh.

. kxcL
• ch ~ս~'b.

ь;.

КЛУ M K*b. , кху cn —cth -7—֊* • sh-r2֊ b. b2 b.

4b2
(КХ)2

в области A BCD .
ՀՕ

V K7CXту։ = GO ? cos — b.
k=1

Ьг

sh
1 ։ KKb,

sh -7--- 4
b3

6,

, K7cd2 „
■ <-h-br • Հ.

кяу .. Kxb.ch ֊֊ cth —
b, b. • sh

KXV 
b-

4b, 
(kx/

ՏհՋ
1—M 

. ктсЬ
sh Б7

+
4dsK

b2
(-If shKb“(y-d.J



«8 Н. О. Гулканян

. У 1) ¥2р .(Ь-յ) ( gj- Кэ . .
4J / Л К\? ’ —~Р=1 (2р-11’+ (2 Հ

в области OAEF , 
где y2p_j(b;) определяется из соотношения (7.4).

III. Кручение призматических стержней с прямоугольным 
поперечным сечением при наличии внутренней трещины

9. Постановка задачи. Решение уравнений. Определение функ
ции напряжений U(x,y) при кручении призматических стержней

с двусвязным поперечным се
чением сводится к интегри
рованию уравнения

-2
0хг ду9

при условии, что функция 
U(x, у) обращается в нуль на 
внешнем контуре сечения и 
принимает постоянное значе
ние на вн\трением контуре.

В силу симметрии будем 
искать [функцию напряжений 
U(x, У) в области OBCDEF 

(фиг. 3). Для распространения 
решения на всю область се
чения потребуем, чтобы нор

мальные производные функции U(x,y) на осях симметрии обраща
лиев в нуль

оЦх.у) == 0 ЭЦ(х,у)
<?У v=b ’ дх

Полагаем, что функция U(x,y) принимает значение 1Цх, у) 
в области OAEF и Щх.у) в области OBCG.

Как и в пункте первом функции Ui (х,у) (i = 1,2) будем 
искать в виде:

Ц(*» у) = ’1Г,(Х' у) “Ь ФЛХ- у) > fl e 1.2). (9-1)

1де Ф, (х, у) (i = 1,2) существуют в области OADG, *Г։(х,у) в обла
сти OAEF. а функция Ф.(х,у)— в области OBCG.
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Функции Ф,(х.у) п у) (i -1,2) внутри области сечения 
должны удовлетворять уравнения^՛:

узц; х_х_ 2: V4>,=0. (i = I,2^ (9.2)

И граничным условиям:

т?՝..՛ . ՛>՝,<'■.՝.՛ •։•<֊'.у>-о.
\ Г,Л /ч=.1

Ч-,(О.у> ~ ւՀ11 I -Ս. Wilx.'O) Ф։(Х,О) = 0, у) — и..
' "У / \ =ь

Ф|((1». У) = Ф((ХД»|- =0, d։) -‘Г։(х.б,) —Св. (9.3)
' </А /Х-’ll;

<։>.(х.<1,)-ф.|0,у) • Д'1'*'։ =°. ф-М-м ■ ՚։՜,ւէ1..0-|Լ.
\ <;У / \ = d.

Представим Ч*։(х. у) и ‘I’ (х.у) 0 = 1/2) в виде рядов:

։Г,(х. у.1 = V (х) . sin , ir։(x, у) = V (у) .sin . (9.4) 

к=1 к«₽1

v , кях . \ч . ։ ктех
ф,(х.у)= у? ix)-s։n , ■ • Ф.(х, у)= լ Wk (yl sin (| •

К • - ! К I
Для определения функции L (х). ?х<х). '.Ду) и W,, (у) получаем 

следующие дифференциальные уранпеиия:

ru>. («»rf.w-!-!.֊• -71?.- i.|i-(-ւրՆ 
\б| di К-

vj'fy) I'py- !)’ 2֊U։-,֊: • |l H 1Г'|,(11.5) 
\ Լ]֊. J J\V.

?;(X) ..֊!)•2к; ■ у v,(d^.7 4-ir
p=։

w: (y)֊(֊)\vu ) V (pUU.sinP^_( ir^-U0.
p=j ՜-

()б։цие решения этих уравнений при условиях (9.3) будут
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V.(у) - N. (ch֊/ - th 

+ ճ. 
(Kit/

К“Ь KTty \ . K+lж տհ՜ժ)+,՜,)

• |1+(֊1)к"| ■

2U. ս
к тс

(9.Պ

wK(y) = ( ։/֊;

ЭД» 
к к

է , к?с . 
l-ch֊d-(y

В сил) условий Ф,(0, у) -| Ф։(0, у) — 0 и Ф\<х, 0) 4֊ Ф։'х, 0) = 0 
имеем:

fx (0) 4-фк (О) = о, VK(0)4-WK(0) = 0. (9.7)
Подставляя в (9.7) значения функций և (x)t Ук(у),?м(х) и W,։(y) 

из (9.6). получим совокупность двух бесконечных систем линейных 
уравнений.

Введем обозначения:
с- । . (— О* • КК(|, nil (—If . KTtdj

Rx = SK<d,-d։՛ -*-֊֊'-sin > NM = aR< djd,-—— sh-д—< - (9.8) К Cl I Աշ

Тогда эти системы можно представить в виде:
■л

SK = У ДкР Rk 4 рк .
ОС

Rk — У Скр Sp 4 ’Ռ »
р=1 Р 1

где
2 d. . pTtdx ак1, = ка֊-’ sh’ л d։ d։

ch i- (b - dj

ch^b 
d։

= 2U0 1_____4_ d,
К 7? J* K’rt* dt

i _ 
, икс!, 

sh
d,

2
кг3

_2d։ 
Kwd,

• th
i<Kd, 1
2Հ I ’ (9.9).
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ch P^-d»)
— ճե I- prcd? dt 1_____

'*p «« d։ s ‘ -d։ рзд / d. \։ . ՜
■ chT (-dip)+K

Լ«ձ. 1____ JL.J-.A. K-ir-11 . 1______
Kit“ x .I2 K'-'r:* d, a 1 ! . KTcdj

я sh -y—ck

2 I . 2d. .. кжк_ —- . .. I------- -է . th ——։ -
кгс* a K7;d, 2d։

Подстановкой
Sx — Z-Jic. I , R« = ZjJk , Yk = Bi!K » Л; = Bjk -|, (9.1 0)

A?«. 2р. 2р = Л'2к J. 2p—1 = 0, Икр 80 A'Jf; !, Jp , Скр = А'»к. -.‘p J

двух бесконечных систем (9.9) можем привести к одной 
еые

Оо
Z. = £a,(Z| + B, (v=1,2...J,

յ=։
A.j и В, определены соотношением (9.10).
Покажем, что система (9.7) вполне регулярна.
Пусть v = 2к — !. Тогда

(9.11).

33 а- 9
У A-'k IJ I — լ I A-'k. i. jp I = V I 3|jp ! =— • K- a • —J ■

j=l p-I p-1

• Ssh 

p-l

ch ~^(b d։) 

. P^b
ch dT

Если v = 2к, to

V I A-2JCJ I = լ I A'2k, 2p ֊ I I = У I Ckp I = ^ . .
j«l p-1 p=l ’
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При эп>м использованы следующие неравенства:

ch ^(b-d,> &> d'։”1
He 1 — c

ch^-(a — <lt) 
$h P*h . _ճձ-------------

di ch

cthx----- — < I (0<x < o°).

Тогда для лю5>-^ v имеем неравенства:

$11 >Հ< . I

иля, поскольку ширина трещины практически равна нулю (т. с.
<1, = а), то для любого ? получим:

Следовательно, система вполне регулярна.
В качеств.՛ примерз рассмотрен квадрат (2а 2Ь) с внутренней

трещиной длиною S -• а.
Для неизвестных получены следующие оценки:

0,22064Ue;a’ O,12938<Z։ < 0.58457 (Հа’ 0,17348 

0.49874 1Լ/8’ - Ղ10630 < Հ. < 0,7.5823 U./O’ Д 0,08465
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0,163'201- 0,08445< Z, < 0,50676 U0/aa - 0.14417

0.1863 L0,068!6 <Z, Հ.0,56609U(1 а՜ -0,10381

- ՛• Է386:)5 Լ’„ ;•? - 0.00954 < Z>։/ < 0,60336 Uo -0,1294. .

10. (. :уеОе.!е:{ие постоянной l'a- Постоянная 1Հ, определяется 
из теоремы Вред га (4| о циркуляции касательного напряжения при 
кручении, пи которой

f Т, -£1Տ = 2(։ր<2. (10.1)
Գ

где С.0 — внутренний контур сечения, к! площадь, । :; винченная этим 
контуром, G—модуль сдвига, т- угол закручивания на единицу 
■лины, Т проекция касательного напряжения в какой-либо точке 
контура на на ՛ авленне касательной к этому контуру к той же точке.

Т.
ԺՍ дх ԺՍ dy

</у о> <7х ԺՏ) 1 ՛ (Ю;2)

11одставляя 
мий получим:

значение Т. в (10.1). после некоюрых преобрйзива-

.- ь
j\M-J,dx+JW)x=?y”2lii_d։)(b"‘I,)՜ ()о-з) 
da d։
Ila oclobchv.h (9.1 Լ (9.4), (9.6), (9.8.) и (9.10) из уравнения (10.3) 

получаем ՛..։ . .iy>՛ це֊.- выражение для определения Г„:

___Оз________
? ч-(а dj+d.tb-d,)

2а b — ad, bd.--- V ՜՜ " . 
ո — к3

K= i

( Kftb . KS|b-֊J.) di у Z_. I !u.d.
՜՜Ղւ ֊ - d։

k-I

, к^а . кжм (L)• sch ch------ . -
d։ d.

(10.4)

Постоянные инте։ рпровзння Z-.՝x и Z՛.՛.. t в свою очередь. зави
сят от Մօ.

Подставляя в уравнение (10.4) значения 7.^ и 7.^ ։ с избытком 
и недостатком получаем верхнее и нижнее значения IJO.

В случае квадрата с внутренней трещиной длиною Ь = а. 
Un принимае» следующие значения:

0,57335а3 С Սմ 0,6457а:.
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И. Определение жесткости при кручении. Жесткость при 
кручении стержней с нрлым поперечным сечением определяется 
формулой:

С = 2Се[ Զ*Ս» ‘Л1Л + j'juix.yjdx-dyj. (11.1)
*Q

где <i модуль сдвига,
н угол закручивания на единицу длины стержня,

‘J площадь, ограниченная внешним контуром,
— значение функции напряжений на внешнем контуре.

ևԼ площадь, ограниченная внутренним контуром,
UH значение функции напряжений на внутреннем контуре,
‘2 область поперечного сечения стержня-

Поскольку значение U(x,y) на внешнем контуре принято за нуль 
и при наличии трещины внутри поперечного сечения !2,. — 0, то 
формула для определения жесткости (11.1) принимаем следующий вид:

л d։
С — 2G6 | у) dxdy=8G | | j U(x, y)dx(ly 4- 

'о о и

а b
4- f I U(x, у) dxdy] - (11.2)

♦ d,
Па основании {9.1), (9.4), (9.6), (9.8) я (9.10) функция напряже

ний будет иметь вид:

и.(х, у) = _ y(d _ у) + <1, <1= у <_!>’ . տհ «Պն .
II] IV VII

к-1

ch~-(a-x)
.-------—---------- • sin K~* • Zux-j и области DEFG, (И-3)

. к*а о,ch -j- 1

..(х, у) = х _ x(d2 - х) + adxd. • У Լճ? sh - 

к = 1 '

к Հհ 
ch -d.

sin Z.4 в области ЛBCD,

b(x. y)=x(d:—x)4-a-dj-d2- У Ц—տհ -1- 

к—I

. KK .ch 0) y)

, 1Ы) 
ch d,



О кручении приаматич. стерЛней при наличии продольн. трещин Ղ5

. . КГС.Х .. 2Ս։> V (—В* , кк . . .. К7СХ
• ”п — ■ Za+ к ■ S -Нг- •chd..,y dJ S,n <1

и-1

- ֊՜ • J • V ( -irsh^ty-il.hsin!^ • V fp(d։..

* к=1 * 1 * * * * p=l

p(— 1)' VI .. t . ч КЯХ .— v — ֊֊֊ \ Vk(d։)« • sm — в области OADG.I ’ll „ I* _ - . KiCO. Ц,
K-l Sh֊dT

Подставляя (1132 в (1ւ.՜2) и учитывая, что (I, = а, получим:

■ = 8с>е !а։.՛՛ (b-dj-k j,, - 2aJi.
loo 1 2 ' 7Z։

է P«XL p ж sh ~
1я-.Р( •■•֊֊ —4- V fP (<!..) • ----------- • sin’’7՝ u области OADG ,
r <1. H - pnct. d.v)+K ₽-> s"r

. K7CZ .к ch — (d—x)
r.fx.yJ-M-yl + d. •<!, v Հ” • -֊{— ■

. I ch ՜ր՜ь-1 (Լ

kkvsin -- у ( n> 1 
— к

к=1

, КЯ . . ։ . Knv .ch-3-(x-.!։).SllI (li

- 4 ■ 1 • S (-im-jjlx-d-J. sin • V Vp(d։)- 

K=! 1 p=l

, K7CV sh —-
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В качестве- примеоа определен.» жесткость квадрата С с внут
ренней грёщиисй длиною 8==а.

С = 0,13« б(2а/.
Сектор математики я механики 
Академии наук Армянской ССР

Поступило 25 III 1952
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‘Ь* О. (puiGiiuG

եՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ճեՂՔեՐ ՈհՆեՑՈՂ. ՈՒՂՂԱՆԿՅՈհՆ ԼԱՅՆԱԿԱՆ 
2ԱՏՎԱԾՔՈ4. ՊՐՒՋՄԼԼՏՒԿ ՋՈՂեՐՒ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄՍԼՍՒՆ

1Է IT Փ П Փ II I» 1Г

^ոդվաձոււ> րերվոաէ Լ I. ր կա յն ա կան ճեղքեր ч ւ.'հ ե ց ող ուղղանկյուն 
/առնական հատվածքով ւղր իղ մ ատ իկ ձողերի Աքորման խնդրի ճշգրիտ 
րււծէու1րէ ‘իիէոված են այն ղեպքերր, ե ր ր ձողր ունի մ իակողմսքնի. երկ֊ 
կողմանի հ նւհրրին ճեղրեր՝ կամավոր երկու րւս իէ յան է էւո ր Ո ւ Ifh ե ր ի քիւււնկ֊ 
ղիայի ե կոշաա fJ յան որոշման '•սւմար րերվւոծ /.Ն րոււք ահա յա րանաձհեր, 
որոնյւ 'ւնսւ ր ավ и ր ու. fJ յ ч ւՀէ։ քւն տաքիս հև ա ա ղււ т I. ք и ւ ճԼղրի երկարության աղ- 
ղեց nt-թ յանր ձողի կս^աա թ յոՀհ վրա, կախված հաավտծյւի երկրաչափական 
ւղ ա ր ա ւ1 ե ա ր՚հ ե ր ի ւյ ւ 1՝ւու/ի ղրանից иг,1'1 րանաձեերր թ"*յք են ւոաքիււ որո- 
շհքէէւ •ւաւով ած jnn ւ) մարււիւէայ [ ա ր и ւ ւէե ե ր ի ա ր<1 ե' յւ“ե ե ր ր ■ 1}րւղես օրինակ 
մանրամասն ՝։ ե ա ու ղ ուո վււ> ծ Լ ե ր կ ա յ"հ տ կ in'll ճեղր ունեցող րաոակուսի 
հատվածքով ձողի դեպքրւ Սաացված են թվական արդյունքներ, որոնք 
քերված /.Ն աղյոաւակնե րա մ:
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