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МАТЕМАТИКА

В.-К. И. Карабегов

О разрешимости задачи Дирихле для линейных 
уравнений эллиптического типа

1. В работе рассматривается задача Дирихле для уравнения
L (u)-|~cu=0, (А)

N N
где I. (п) ֊ V аи։ ц. V.b,

' ' — Ժ\| tfxk — Ox,
i. к 1

есть дифференциальный оператор эллиптического типа, удовлетво
ряющий условиям, приведенным в работе О- Л. Олейник [1].

В работе [1] показано, что если с-ՀՍ, то задачу Дирихле 
для уравнения (А) и произвольной ограниченной области G можно 
решить методом Винера.

В настоящей работе вводится достаточное условие для приме
нимости того же метода к решению задачи Дирихле в случае, ког
да коэффициент „с“ имеет произвольный знак.

Описывается также процесс, с помощью которого можно по
строить так называемую „обобщенную собственную функцию- в 
случае, когда упомянутое условие не выполнено.

2. Пусть L(u)-{ cu=O (1>-‘-ура'й1(е։։й^’вида'(Л), G—ограничен
ная область в N-мерном пространстве. I' граница области G, 
Е„ множество иррегулярных граничных точек. (По поводу опре
деления регулярности точки см. [Ц и [2].) Мы будем говорить, что 
для области G и уравнения (I) удовлетворяется „обобщенное ус
ловие единственности- [условие (О)], если:
тождественно равна нулю каждая функция п такая, что

а) и удовлетворяет уравнению (I) внутри G,
б) |п(Р)! < М внутри G,
в) lim ц(Р) = 0. когда Q принадлежит множеству Г Ео .

P-Q

В формулировке обычного условия единственности условие 
(в) заменяется требованием lim н(Р) = 0. когда Q принадлежит Г.

P-Q
Ясно, что если область и уравнение удовлетворяют условию 

(О), го для них выполнено обычное условие единственности.
Однако можно построить приседы, таких ч областей, для кото-
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рых обычное условие единственности [для некоторого уравнения 
вида (А}] выполняется, а условие (О) [для того же уравнения] не 
выполняется.

3. Пусть для некоторой области G условие (О) не имеет мес
та. Тогда существует хотя бы одно, отличное от гождественного 
нуля, ограниченное внутри области G решение уравнения (I), пре
дел которого равен нулю в каждой регулярной граничной точке.

Такое решение будем называть обобщенной собственной функ
цией.

Как известно [2]. условие (О) имеет место для любой области, 
если в качестве (1) взять уравнение Лапласа.

Имеет место следующая
Теорема /. Для уравнения вида Լ (и) 0 и любой ограниченной 

области G выполняется условие (О)
Доказательство. Известно [2]. что множество Ео иррегулярных

т очек границы Г области G представляет сумму У Е», , где Е„ -
н» I

замкнутое множество емкости нуль.
Как показал Эванс, для каждого замкнутого множества I' ем

кости нуль существует такое распределение массы р (е), что

И Р(р)=1.
«») о, (Р)=. fdp(Q) __| 4-со, когда Р принадлежит Е.

J pQN • I < + <»'՛ во всех остальных точках, 
г

I loci роим функцию «п (Р) потенциал Эванса для каждого из 
замкнутых множеств Е„ .

Пусть

J pqn՜2

Построим функцию

<lp.> (Q) 
P(P>Q)

где ՜յ ( есть Фундаментальное решение уравнения Լ(ս)=().

Составим ряд (Р)_.
9»

п— 1
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Этот ряд будет представлять функцию О-(Р), ограниченную в 
каждой области, лежащей внутри G и стремящуюся к-}՜00՛ когда 
Р приближается к множеству Е„. Кроме того, Й(Р) удовлетворяет 
внутри G уравнению Լ (и) = 0.

Предположим, что и(Р) £0 есть обобщенная собственная функ
ция для уравнения Լ (и) = 0 и области G.

Рассмотрим функцию V (Р)=֊^֊^ •

Она будет удовлетворять уравнению
N . N

О(Р).У ։<.—֊'’֊՛• vb.
*7 OXi 0Xk “՜

-Д=о.
<?Х|

(2)

где коэффициенты аште.же, что и в данном операторе L, а коэф
фициенты bi регулярны внутри G.

Кроме того, функция v обращается в нуль в каждой точке Г 
и ограничена в области G. Следовательно а потому и и 0. 
Теорема доказана.

Из доказанной теоремы следует, что если функция и удовлет
воряет уравнению

L (и) 4- Хеи =։ 0 (I.X)
внутри G, ограничена и lira u(P) = f (Q), когда Q регулярная точ- 

P-Q
ка Г, то

II (Р) - Л J Г (Р. Q)c(Q) u (Q) d Vq - Hr (P). (3)

G

Здесь Hi (P) есть обобщенное решение задачи Дирихле для 
уравнения L(u) = 0 и области G. Լ-оператор входящий в пра
вую часть уравнения (1,д). Г (P.Q) функция Грина, построенная для 
того же уравнения Լ(ս)=Օ и области G (с.м. 11]).

Действительно, функция

Ф(Р) НДР) u(Pi Л l'(P,Q)c(Q)u(Q)dVq
< J

•есть обобщенная собственная функция для уравнения L(u) = 0 и по
тому Ф(Р) 0.

1. Так как ядро интегрального уравнения (3) регуляризуемо, 
то множество тех значений л, при которых не выполняется условие 
(О) (при фиксированных уравнении и области), не будет иметь пре
дельных точек в конечной части комплексной плоскости X.

5. Покажем теперь применимость процесса Винера для построе
ния обобщенного решения задачи Дирихле в том случае, когда ус
ловие (О) выполняется для области G и уравнения

L(u)4-cu = 0. (1)
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Пусть f (Р) непрерывная функция, заданная на границе Г об
ласти G п непрерывно продолженная на всю область G.

Последовательность нормальных областей G} аппроксимирует 
область G изнутри.

tin.։ (Р)—решение задачи Дирихле для области G„ , уравнения 
(1) и граничной функции L

Положим М։։ = гпах |un.f(P)|. Тогда имеет место
Теорема П. Если lim Мп = — со, то условие (О) для области 

п —ио
G и уравнения (1) нс выполняется, г. е. существует нетривиальная 
обобщенная собственная функция.

Доказательство. Рассмотрим последовательность функций

Vi։(P)= \ Покажем, что существует подпоследовательность
М,։

этой последовательности, сходящаяся к нетривиальной обобщенной 
собственной функции

Ясно, что lvn(P)L<l и существует точка Р„ в замкнутой об
ласти Оц такая, что vn(Pi»)| = 1.

Выделим из {vu(P)J подпоследовательность, равномерно сходя
щуюся внутри G. Обозначим ее снова через {vn(P)|.

Пусть lim v,։(Р)=у0(Р). Очевидно, что [vo(P))< I. Ясно, что
П->-Х

vn(P) удовлетворяет интегральному уравнению:

vn(P)- I Ta(P,Q).vn(Q)dVQ=-5i^- (Հո)֊

Gn ' “
Устремляя n к бесконечности, получим:

у,(Р)- I r(P,Q)c(Q)v„(Q)dVQ=O (4,0>

G
Остается убедиться, что vo(P)^0.
Пусть vo(P) 0. Покажем, что в этом случае последователь

ность |v„(P)i будет сходиться к нулю равномерно во всей области 
G (а не только внутри).

г м д НпЛ(Р)Гак как по предположению Мо ■*>», то функции
М» 

стремятся к нулю равномерно во всей области G.
Зададим £> О и выберем нормальную область G. столь близ

кую к G, чтобы иметь:
pr„(P,Q)c(Q)idVy<-i֊-

G-Gt 
каковы бы ни были п и Р.

Это возможно в силу того, что
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|Гп(Р,О)|<-±гя_։ где
PQ 1 ГДе

PQ -расстояние между точками Р и Q, a N—размерность про- 
стране тва.

В области Gt, лежащей внутри G, функции vn(P) равномерно 
стремятся к нулю и, следовательно, начиная с некоторого и, будем 
иметь:

v.,(p)|<| ( +1 [ + !֊֊Ջխք+ ֊v±f = г
I •/ IJ I A Լղ I «3 *3 о
G-G. g.

равномерно’ относительно P.
Между тем мы имели, что :vn(pn)|«- 1.
Полученное противоречие показывает, что функция v0(P) от

лична о։ тождественного нуля. Теорема II доказана.
6. Теперь нам остается показать, что если для уравнения (I) и 

области Go выполнено условие (О), то задача Дирихле будет раз
решима для всех нормальных областей, лежащих внутри G«> и дос
таточно близких к этой области.

С это/։ целью рассмотрим последовательность нормальных об
ластей !GH;, аппроксимирующих Ga изнутри, и соответствующие 
интегральные уравнения:

Но(Р)-л J l\(P,Q)c(Q)MQ)dVQ =TU(P) (5,0)

Gn

iin (P a I՝ r„(P,Q) c(Q) un (Q)<1Vq = H„(P) <5’ո>

<4
Имеет место следующая
Теорема III. Число է» будет собственным значением для урав

нения (э,0)тогда и только тогда, когда существует последовательность 
такая, что Хя есть собственное значение для уравнения (5, п).

(Հ и ап , вообще говоря, комплексные числа).
Доказательство. Легко показать, что каково бы ни было С>0, 

можно подобрать такой полином Т. (P,Q) в 2№мерном простран
стве (Р и Q—точки N-мерного пространства), что

j' J’ (P,Q) — Т, (P,Q)| dPdQ<s (6)

•G»> Go
|T,(P.Q)|<rA֊ + C, (7)

PQN-2 V)

[C, 0 и C.. >0 ne зависят от г; Ko (P,Q) —ядро интегрального ура
внения (5,0)|.
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Г-. ■ - ■ — - - — - . -........ . ——= _=—. —- - —»

Так как lim I՝ f |К։, (P.Q) ֊ К,. (P,Qi>dPdQ=U, 
ll — so ./ J

Gn Gn
то, начиная с некоторого n, будем иметь

I՛ f K„(P,Q)-T. (P,Q)| dPdQ< ։.

Gn Gn

Выберем теперь £>0 и положим:
Ko (P,Q) = Т. (P,Q) + Ro (P,Q), ' (8,0)
K„ (P.Q) = T. (P,Q) 4- Rn (P.Q). (8,n)

Ясно, что
I J'|Rn(P,Q)|dPdQ<s

Gn Gn
(начиная с достаточно большого п, которое мы будем считать рав
ным единице).

Построим резольвенты ядер Rt (P.Q) (i = 0,l....)
го

г, (P.Q.X) = у; XX ՛ R't> (P,Q). (9.i)
К-1

Здесь R(? есть к-тая итерация ядра R; .
Построим числовой ряд, мажорирующий все ряды (9,i) одно

временно.
С

Рассмотрим в качестве ядра функцию , мажорирующую-
pq ՛■

ядра интегральных уравнений (5, i). Итерации этого, ядра (по 
области Go ) будут ограниченными, начиная с некоторого номера 
in©. Пусть Мо>>0 есть число, превосходящее итерации того же 
ядра с номерами:

пц, т0Ч֊1, ...2т0.
Тогда, обозначая через Զ объем области Go, получим:

Rk (P,Q) < j J (Ri (P,Sx)|!Ri <S„S։)||R. (S3,Q)’ dS, dS, < 

Gi Gj
< Mq f I ;R) (S1։S,)՛ dS։ dS, ֊Հ sMi, 

Gi Gi

|n'2mo+l) Ր C Ր ։m<'> (° (»n«rRi (P.Q) = J j I R| (P.S,)Ri (s,S,)Rl(S։.S,)R1 (S„Q)

G| G| Gi

dSjdSodSJcQ
Аналогично

(i=0,l,...; n=2,3,...).

(R> (P.Q) 1< sM„
n(2jn0+l + k| n-1 n

|R, (P,Q)i<£ (mV) (K=l,2,...2m,X
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Выберем теперь г>0 столь малым, чтобы иметь
2m,,-֊ I

W֊ V а.

Тогда ряд:
г де г/> О, 0 < «<1.

1 I _ _ — 2m, _2inu
•■֊ « Ха-֊... փ Л аа* 4-Аа-... ֊ л
-2 I

а Կ

будет мажорировать все ряды (У, i) одновременно (начиная с 2me-oro 
члена).

Заменим теперь уравнения (5,i) эквивалентными им уравнения
ми с вырожденными ядрами:

н.'(Р) KrP. Qju. (QHQ=Hi (P).
G

Здесь введены следующие обозначения:
L

если Т. (P,Q) V=p, (P)f, (Q), то:
I I

щ (Р) щ (Р) - /.J Pi (P.Q) и. (Q)dQ. 

Gi
ւ

Ki (P.Q) У ?/ (P) Bi j: iQ), 
/—I

(10. i

Bi'5(Q)-5(Q> ' >. I r. (P.QAK(P)dP, 

Gj
\ ? к—1 (к) 

r,.(P.Q,X) = y;. Ri (P.Q).

Как известно, собственное значение а уравнения (10) будет ну
лем функции

1 —п։п(л)а,—։п12(Л.—hiju(a)a

...........................................................

Здесь
— П1|.| (а)Х. Ո1ա-( а) а. ... 1 — ։пи(Х).Х

m.,(X)= I (Р)в; S, (P)dP I ?»(P){, (P)dP +

G G

+У/ I J R<i>(P,Q)¥„ (P);, (Q)dPdQ

j = l GG
есть аналитическая функция or а в круге ;Х- < у.
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Следовательно, функция Д(Х) будет аналитической в том же 
круге.

Легко доказать, что при каждом фиксированном п имеет место 
равенство:

. Hm I J RT(P,Q)b(P)i- (Q)dPdQ /Rl."'(P,Q)?« (P)i< (Q)dPdQ. 

Gj Gi GttGn

Отсюда следует, что каждый коэффициент а!" " ряда m‘k*(X) = 
= aS* 4-Xа’?1 • .... при п-*оо стремится к соответствующему коэф
фициенту aik":l ряда mf? (X) = aft'" Հ-Xa'k'՝ + ...

Так как для всех рядов mli” (X), աճ' (X) существует общий ма
жорантный числовой ряд

МД’ ֊ z . . : W х + гх;лЧ ...-|-л?гоа- где

Mik — max (|ф, |. |& |!« то ПРИ Х -Х0|<т/ функции ШиТ' (X) равномерно 
сходятся к функции m'iu’ (X). Следовательно, функции Д։,(Х) равно
мерно сходятся к функции Д0(Х) в том же круге.

По известной теореме о нулях равномерно сходящейся после
довательности аналитических функций получим, что если Х=Х0 есть 
нуль функции Д0(Х), то найдется последовательность (X,, } такая, что 
lini Ха = Х(| и Д» (ап ) == 0. 
П-»ео

Обратно, если Дп(а., )=() и числа Х„ стремятся к числу Хо, то 
Х„ будет нулем предельной функции ДП(Х).

Так как нули функции 1(Х) являются собственными значениями 
соответствующих интегральных уравнений, го теорема III полностью 
доказана.

7. Теперь становится очевидным, что если для области Ge и 
уравнения (1) выполнено условие (О), то задачу Дирихле можно 
решать методом Винера.

Действительно, так как Хэ^1 в этом случае не является соб
ственным значением уравнения (5,0). то все уравнения нп(Р)

— I К„ (P,Q)u։։ (Q)dQ=O, начиная с некоторого, будут иметь только

тривиальные решения.
Следовательно задача Дирихле для уравнения (1) будет разре

шимой при любой непрерывной граничной функции i для всех об
ластей последовательности {Gn}, начиная с некоторой.

Таким образом, каждой непрерывной функции I, заданной на 
границе Г области G. можно сопоставить последовательность (un.f|. 
Далее, в силу теоремы II, խո.((Р).<М. Следовательно, из последо
вательности (սո,ւ) можно выделить равномерно сходящуюся подпо
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следовательность. предел которой и будет искомым обобщенным ре
шением задачи Дирихле.

8. В случае, когда л0=1 является собственным значением, т. е. 
условие (О) не выполнено, собственные значения . сходящиеся к 
л0 (существование которых доказывается в теореме III), могут ока
заться комплексными.

Тогда соответствующие им собственные функции w1։ w-,...wn... 
буду; комплексными.

Пусть max |wn (Р)' — М«. Рассмотрим нормированные собствен- 
PGGn

ные функции v„ (Р)=—• 
. Мп

Пусть v։i(P)=a„(Р)-НЬп(Р). Из последовательности (vn(Р)) мож
но выделить подпоследовательность, равномерно сходящуюся к 
функции v0(P), удовлетворяющей интегральному уравнению

v,(P) ֊ f r(P,Q) с (Q) v0(Q) d Vq = 0.

Չօ
Следовательно, функции a,։(P) и bn(P) сходятся к функциям 

ajJP) и Ь<,(Р), удовлетворяющим тому же уравнению. Так как v„(P)- 
нормированные функции, то их предел не может быть тожде- 

■ ственным нулем. Это следует из рассуждений, приведенных при 
доказательстве теоремы II. Значит, хоть одна из функций а0(Р) и 
Ь*(Р) будет отличной от тождественного нуля, т. е. будет обобщен
ной собственной функцией уравнения (I).

Итак, процессом Винера можно построить решение задачи 
Дирихле для области и уравнения (1), если условие (О) выпол
нено.

Если же это условие не выполнено, то тем же процессом мож
но построить хотя бы одну обобщенную собственную функцию.
Сектор математики и механики Поступило 15 IV 1952
Академий наук Армянской ССР
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’1,.֊ Ա. ։«uiriupl։<|Di|

ԳԾԱՅՒՆ ԷԼՒՊՏՒԿ ՃԱՎԱՍԱՐՈհՄՆեՐԽ ՃԱՄԱՐ ШЬЫЬЬ հՆԴՐհ 
ԼՈՒԾեԼՒՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

It 1Г Փ II Փ Ո Ի Մ

Հա/ ւ/inA III if հհ in ւսղՈ tn if mA /; '^՚ ք' I' ք'/'4/' 1г,,,ч1Ч,1*
L(u)4-cu= О (Л)

Ու վա и tn ք։ 11 ւսն համարւ
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N N
, ք . V C/Zu V ։L(u)s У йц -  -  --------- i- У b։ .֊—

, — tf.Xi Ժ-Хк — ЙХ| ։, к i
'1 Ւ՝'Ւհ Ւ"4 Л"//'/"««»«/' Հ h րավարարա մ կ |/j աքիւասւո՛ - 

թ J ան պա յմ աններին.
||| nt” fninintu f>t Jin'll մեք ijutjt/ Լ տրված, որ եթե C Հ 0, ապա ( )

'• uuf ա ii nt րմ ա՛հ հ ր անկար ած и ահմ ան ա էի ակ (] ա ի րա յ ի համար 'ք' ի ր ի քս/I, ft 
քսնղիրր I. ՛Լիների մ՝ /. թաք ովէ

զոդվածում ա պ т ւ/ ո t ր վ ո ւ մ է. որ I, ք>1 Լ C '[ "[‘ծ ա կ [i if ր կամայական 
նյսւն ni'hfi, inn/ni ^int.j'h it LfJnifft կ է ր ու n if ա՛հ համար րավակա՚հ Լ. որ 
G աիրույ^քր հ \\) • ա վ ա U ա ր и ւ it ր րավարտրեն 4 մ ի տ կո t է! _հ ան ընդհան-
րարված պայմ ա՛հ /i'll fi, ո ր ր կայա՚հոււք Լ հետևյալում

աւքե՚հ մ ի Ա վւոէ-նկյւ քւա նու յնարար հավասար է ոերոյքւ, ե fJ և ՝հ ա րա- 
վարարում կ 'ւեաևյա/ ոլա յմ աննե ր քՀհ.

ույ Ա֊Ն ր ավ ա րա րւււմ Լ (}-ի 'հհրսր (Д) հա վա и ա րւք անր ,
ր) и(Р)| Հ ЛА G֊/' ներււր,
7> limU(P)=O, ևրր Q-ն պnun և անում կ Г |լ|} 

P-Q
րաղմաթյանը, որտեղ 1’՝Ն G տիրու յթի եդրտւլիծն Լ, իսկ Е„֊Ъ* եզրաւքծի- 
իոևդոպյար կետերի ր ա ղւք ու թ յ սւն ր ։
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