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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. Л. Абрамян

Изгиб призматического стержня с крестообразным 
поперечным сечением

В работе приведено точное решение задачи Сен-Венина об изгибе 
иэматического стержня с поперечным сечением в виде креста.

При решении задачи применен метол введения вспомогательных 
функции II. X. Арутюняна |1, 2], с помощью которого решение диф­
ференциального уравнения с частными производными задачи сведено 
к решению линейных дифференциальных уравнений второго порядка 
с постоянными коэфицнентами, а постоянные интегрирования опре- 

• Деляются из решения вполне регулярных бесконечных систем линей­
ных уравнений.

- Решение задачи приводится в обще»! алгебраической форме в 
зависимости от геометрических параметров сечения.

§ I. Постановка задачи
В работе рассматривается изгиб заделанного одним концом приз­

матического стержня кзд дезе: в.:ем еялы Р. приложенной к свобод­
ному концу стержня вдоль вертикальной оси симметрии поперечного 
сечения (фиг. ;

Берем начало координат в плоскости заделанного конца в 
центре тяжести сечения, ось i направляем по оси стержня, а оси х 
и у направляем по осям симметрии поперечного сечения
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Предполагается (в отличие о։՛ чистого изгибаЛ что из шести 
составляющих напряжений Отличны от нуля только Zz. Xz и Yz , при 
чем напряжение Zz принимается равным

(1-1)

где / длина призматического стержня, I—момент инерции попе­
речного сечения относительно осн у I =П x’dxdy, Զ—область попе­

речного сечения стержня.
При таких предположениях задача об изгибе призматического 

стержня сводится к определению функции напряжений F (х, у), ко­
торая в области поперечного сечения удовлетворяет дифференциаль­
ному уравнению

(f-F o’F Ру' Р
v’F= — + ֊֊ = - — y--f'(v) . (1.2)Ox3 dy’ Иф/ 21 ՚/։

и условию на контуре сечения

<?F_P
ժտ 21

dy
•ds ’ (1.3)

ԺՒ’ ,

где v —коэфициент Пуассона, Пу) произвольная функция, подле­
жащая определению из условий на контуре, ds — элемент дуги кон­
тура.

Напряжения Х2 (х,у) и Y2 (х,у) определяются соотношениями: 
д\- р

r?FYz(x.y) = -^ • (1.4)
ах

Ввиду симметричности области поперечного сечения, функция 
напряжений F(x,y) отыскивается только в одной четвертой части 

области сечения (фиг. 2).
Для распространения ре­

шения на всю область попе­
речного сечения, на основании 
мембранной аналогии |3], тре­
буется, чтобы на вертикаль­
ной оси симметрии функция 
напряжений обращалась в 
нуль:

F(x,y)=0, (1.5)
а вдоль горизонтальной оси 
симметрии обращалась в нуль 
его нормальная производная:

(1.6)
х=о



Изгиб призматического стержня 395

Уравнения (1.2). (1.3), (1.5) и (1.6) полностью определяют функ­
цию напряжений F (х.у) для рассматриваемой задачи.

§ 2. Введение вспомогательных функций

Полагаем, что в области ОАВС (фиг. 2) функция F(x,y) прини­
мает значение Fa(x,y). а в области ONHG—значение F;(x,y).

Функции Fj(x,y) и К(х,у) должны удовлетворять граничным ус­
ловиям (1.3), (1.5) и (1.6). Выберем здесь:

f(y)=b’f (2.1)

тогда из уравнений (1.3), (1.5) и (1.6) для функций F։(x,y) и F»(x,y)
получим следующие граничные условия: 

F։(x,0) = 0.
(֊1) =о.
\dx Л о

р / 2 ’«2 •
РДх.Ь,) = - - I b-dl | (b.. - <1յ).

F>(^>y) =
l(y֊d?

F։(d„y)
и
F..(x,0) = O,
Ft(bny) = 0, 
(= 0, 
\ dx / x = о
F.(x.d0=l 0 

' IF.fx.d,)
Ищем решения в виде:

(2.2)

(di<y-<b,)

(Ocycdj)

(2.3)
(d, ^xcbj) 
(O x -<d?)

• - d

-’Г, (x,y) քՓւ (x,y) (i=l,2), (2.4)

где вспомогательные, функции Ф| (х.у) (i=l,2) существуют 
области OAMN и удовлетворяют уравнению Лапласа

Ժ’Փ , Ժ’Փ . ..г’ф = — 4------ - = о
v d.x2 dy2

и дополнительным условиям

только в

(2.5)

= 0 
y = d, (2.6)

։bj(d5,y)= —=U, 
\ дх Jx = d2

а функции ‘К, (х.у) (i= 1.2) существуют: ’Г. (х,у)—в области ОАВС, 
Ч*։(х,у)—в области ON1IG и удовлетворяют уравнению

V’4* =
^4՜
dx2

d^F _ p у
</y։ ՜ 1 I 4- v Ւ (2-7)

Согласно (2.2) и (2.3), функции Чг։ (х.у) и 11г3(х,у) подчинены 
условиям:
Известия IV, № 5—5
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1Г։(х,О) + Ф1(х,О) = О.

U*։(x,b։)= - ֊֊ (Հ-d’j (b... d։), 

4ri(d;,y) = -֊I Հ-Հ) (y-dj. 
p՝i +te\ =<», 

\dx/x=o \^h=(y 
4'2(x,0) = 0, 
4\(b։,y) = 0, 
4'2{x,d։)=0.

Функции Ч’։ (x,y) (i = 1,2) ищем в виде рядов:
■зс

1Г / Ч V г / ч — 1 )г'х
’>>(х.у) = ձ ։к (y)cos’——, 

, -1ՆК= I
ОС

Ф’а(*.У) = У vK(x)sin’Y ■ 
Պ к= 1

(2.6)

(2.9)

(2.10)

(2.П)

Заметим, что для определения функции Ф\(х,у) граничные 
условия неоднородны.

Решение, определенное рядом (2.10), отличается от решений, 
получаемых по методу Фурье-Ламе, ибо каждый отдельный член 
этого ряда не является частным решением дифференциального урав­
нения (2.7), а представляет собою лишь один из членов разложения 
искомой функции в ряд Фурье по одним косинусам от аргументов, 

7» X 
нечетно кратных ~ в интервале 0<х Cd2.J Աշ

Действительно, при х = d5 каждый отдельный член ряда (2.10) 
обращается в нуль, истинное же значение функции լ1րյ(<Լ,\) есть

Это объясняется тем. что ряд (2,10) обладает слабою сходимо­
стью, но эту сходимость можно усилить выделением из ряда членов, 
соответствующих скачкообразному изменению функции Ч’рх.у) на 
границе х = (Լ [4].

Аналогичным образом для функции Ф| (х,у) (i = 1,2) получим 
условия:

)։ = о “°- Ф,<<’։։У) " £ Vk l<Wsin 7՜ + 21 ’• b՛ d=1(у ՜։||К 

к=1 ’
(2.12)

Ф,(хД) = 0, (^) =0
\ ду /У • Պ
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Ф5(х,0) = 0, 
d>-(d31y) = 0

= 0. 
x - dj

Ф,(х.<1,)^ У fjd.jcos (21t 1)ЯЧ 
K=1 2d=

Здесь также полагаем

Ф,(х,у)= У ф (y)c()s(—--1֊— 
кТ1 2d’

<x>

Ф:(Х,У) = У WK (X)Sin ՛ j’X . 

к «I

§ 3 Решение уравнений задачи
Из (2 10) имеем:

d.
Му) = է)՜ ^’.(x.y)cos (2K~ I),ix dx.

2d

х

о -1 i“*x
Умножив уравнение (2.7) на -у cos -----—и интегрируя

о» 2d;
от нуля до ds, для функции Ч\(х,у) получим:

397

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(3.1)

его no

d..
(7Ժ»4:’։ , (W։ Р у \ 2

Ч------- լ — у — cos\ժ№ ճ/у3 1 1 փ v 7 / do
(2* • O^dx=

2d

о

(I

d3
f (2к — 1 )t:xI —^-cos---------- -—

дх. 2d..
dx+fK(y)

2 Ր
do 1

v
У

dj
(’ (2k -7 1 ’PCX . nI cos------------ dx = 0.J 2d2

Заметим, что 
4

2 
d.

Ժ’Փ։ (2к — l)r.x , ------ L cos---------- — dx s=
2d, 

d.

շ

d3 дх 2d
+

։՝

2d ()х
(2k - l)zx , -dx 

2d,
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(2к- 1>

(2к I խ
2dT՜

, . . (2к — 1)-Х d-W,(x.y)sin
wU« 0

d.
(Հ, . . (2к—1)тех .

4 (x,y)cos —լ—dX -
.) ՚ 2d3

= (֊!)“ ' Р- (2к ֊ 1 )г. ( b; -1 Խ, - У) ֊ [(2֊^—^-151-, (У), (3.3) 

\ (] / I ֊Պ

при этом использованы условия (2.8) и значение (3.1).
Подставив (3.3) в (3.2), получим:

Му)֊ [(2к>, 1)в]Ч<у) = (-1)’:1^ (2k-1)«(-^-iV 

2d, J 21 . \ d /

v 8
I -т- v (2к— 1>.

к 4- ! р / Ь \у-(-1) 42k-1)J -id,.
21 У (I /

\ 3 /

(3.4)

Общее решение уравнения (3.4) имеет вид:
, . (2к — 1 )kv , . (2к — I )яу ,L (у) = Лк sh------- 4- Вк ch -------- ----------— 4-

2d, к 2d,

+ f к-(5)sh <21Г (у ֊eid?՛ (3՝5)
где

Кк ($)=(-! I
21

к + 1 р

(3.6)
к ֊Ւ1 Р / b’ \

-(֊1) (2к-|)Л| _!֊_ 1 Id,.

Подставив (3.6) в (3.5) и произведя интегрирование, 
(к (у) w Ак Sh + пк ch ^.М.'2=У ..

2d, 2d,

получим:

+ (֊!)
к 4-1 2Р 1____

(2к — I )х

+_J_ 8d» Г_Ж_ _ տհ (Дк- ))"У _
1 -I- v(2k — 1)’^ (2к — I )՜ за.

+ ‘->“

Для определения функции фк (у) из (2.14) имеем: 
da

?к(У) = 7 | Ф)(х,у)со5—К lbvXdx.
d2 J 2d.

(3-7)

(3.8)
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v , .. г. 2 (2к—IhtxУмножив уравнение (2.5) на —cos ֊ ___ £__и интегрируя его
d, 2d.

по х от нуля до d,. для функции Ф։(х,у) получим.

J \ dx։ dv3 J d. 2d. 
о
d,

2 f Ժ’Փ։ (2к — l)r.x 
d, J dx3 2d.

■ "O' .
dx + ?K (y) = 0. (3.9)

Интегрируя здесь первый член по частям, получим: 
dj dj

2 ք ժ։Փյ (2к ■ 1)кх , 2 ւ՜ԺՓյ (2к — 1)кх
d։ J dx2 2d. d. dx 2d,

fl и
d3

, (2k - l)z ՐԺՓ։ . (2к - l)vtx .4-3 _.isinJ--------- L—jx =
2d. .1 dx 2d.

0

<1;
(2k — 1)“ . . (2к — 1 )%x= ------- =—Ф։(х,у)8։п -----------— —

d 2d,a if
d։

(2к — I խ Г. . (2к — 1)лх .
------ ,. Ф։(х,у)С08-—— — dx =

2d, .) 2d.

=( _!)•= + ' V Vp(d։)sin £Ջ +
<։= P=i d'

+fj( b’-<l(y֊dj|- ’ Ч>к(У). (3.10)

при этом использованы условия (2.12) и значение (3.8). 
Подставив (3.10) в (3.9), получим:

. (2к — 1)я I3 .
(у) ՜ —’ Тк (У) =

. __ К (2к- 1)к 

Հ
со
S Vp

р~1

(d,)sin +֊ | ь; ֊ Հ) (у ֊ d.) . (з. 11) 
d։ 21 ‘ 3

Общее решение этого уравнения имеет вид:

(у) =СК Sh ,2к ՜ 1)лу + d,
2d, 2d,

Vp (d,)
|)^-Н2р d,)*

. (2к 1)ку2pd։d8sh --------- —и ‘ 2d,
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— (2к - 1 kf sin р^] 4- ( ֊ 1 )к — ——— 
d, 1 (2к-!)п

d։ ֊ у -{-

+ ——shfclw_d и L2*zJ*yl ։ (312V
(2к- J)?։ 2dj 2<i..

Аналогичным образом для функции vK (х) и wk. (х) получаем 
следующие дифференциальные уравнения:

", \ /К5С\' . f 1Чк41 2Р v dj ։о.vK(x)֊֊ vK(x)=( 1) ----------------» (3.13)
\d։ / I I ф v кп

", \ /KKV i \ / ixK 2Кте V .֊ (2p— 1)ях ......wK(x) — . wK(x) = (—1) ։ > J., (Ij)cos—------ . (3.14)
\ Qi / d 2d։։ p = I

Общие решения этих уравнений имеют вид:

, . ... КПХ , .. . K7IX ։ . ..К 2Р v /d, V ,,
VK (Х)= Мк sh —+NK ch —+(-1) — (3.15)

d։ (Լ I 14֊v\kh/
и 

, < , , кнх , ,, . K“X .wK (x) = LK sh +ьк ch 4- 
dj d։

+ (. !)“ 8Ճ V ---------Ш--------Lh^ _cos (2ր^ՈՋ£1 ,(3 16)
* p-'| (2Kd։։2+(2p֊l)’։i,l <>■ 2d։ J

Для определения постоянных интегрирования Ак , Вк , Ск , DK 
Мк , NK , LK и FK согласно (2.8), (2.9), (2.12) и (2.13) получим сле­
дующие условия:

և- (0)+?к (0) = 0.
(кад = (-1)« ֊(2к1|)я (հ*-Հ)(հ; -<!,). (3.17)

vK(0)4- wK(0) = 0, 
vK(bJ) = 0, (3.18)

?K(di) = n-(d։) = 0, (3.19)

wK (d2) = wK (d..) = 0, (3.20)

§ • Определение постоянных интегрирования

Исключив из значений (3.12) н (3.16) неизвестные коэфициенты 
посредством условий (3.19) и (3.20), получим:

?к(у) = ( 0
К f I 8 d^sh-lto* 

к ■ 2da
(dl-y) у

■ p71(2K~i’)di4֊(2pd3)’
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/14- РтеУ. .,rt .. 3 -л vn (d,)sm —-К + I 4 2i< - ) d Г» р v “z d1

и

֊ր(֊1) pt|(2K֊l)’d>(2pdt)’

. .3 к + ։ op b — d I ֊‘13 2d- , (2к -տհ -
(2к—1)к 2d.

^(y-d.J-ty-d,) . (4.1)

wK (Xi =
“'14 dld.sl,K*(d.-x) V ւճ^-ւււ-՚Լ

՜ d' р"|(2кс1։)’+(2ք> - 1)։Հ

(֊|)К + ’^ Հ V
Р-1

... (2р — I )хх:р (d,)COS
2(և

(2к<12)? + (2р — 1)’էԼ
(4.2)

Удовлетворяя условиям '(3.17) и (3.18) из (3.7), (՜Յ. 15), (4.1) и 
(4^2), получим:

К + I X
Вк +(-!) - dAsh

<2к D-d, & vp (dI)p(-l)1' 
2։1։ -J (2к֊1)^ + (2р(1,;։

к 2Р b—d,

I (2к-1)я
2d. (2к- 1)яа,

. w 1J ———
(2к֊1) 2d.

4֊d։ = о. (4.3)

sh(2K-D^ +в |։(2к֊!)кЬ։
К 2d. * _Ղև

+ (-1)
к - J 2Р

I (2к-1)к

8dJ

1 4- У (2к - 1)3тс’

2Р d, 
I (2к - 1)%

2d, sh(2K֊b^_b
(2к - 2d2

2ds

V

»Л u KTtbj .. . ктеЬ։ . . , K 2P V / dj V A /1MKsh—1 i-NKch—1Հ ------ —i- =0. (4.5)
d։ dj I 1 4- v \ кте /

и
"" P՛՜՜!՜ I I
MK-H֊1)K՜' ’4 d,d.ch КЖЬ- V =O.(1.6)

d, " ’ d, p"| ֊(2Kd։)= + (2p-I)>d; I
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Исключив из этих соотношений коэфициенты А։: и Мк , получим 
совокупность двух бесконечных систем линейных уравнений:

Вк=(֊1) — djcUsh (2 к— 1М, у
2d.. -

Ур (d,)p( — О 
(2K-l)’d’ + (2pd.)’

К + I 
+ (-1)

, 2 3
2Р V d,

I (21< 1 ::
2<l. _ (2к—l)~d

(2к—1> за. (4.7)

NK=( . ккЬ. sch —
<1.

к +
-Н-1)

4 Hd.ihJ^chL’iV Ip^P-'X-OLLL 

л df d1 ““ (2кб2)’4-(2р— 1)4»
p - 1 i

(4.8)

где i\ (d;) и vK (d2) имеют значения:

և (<Լ) = BK Sh
(2к — 1Խ . (2к—1 i-b3 --------------b.—d.)chs----------- --  •

2d» ' 2d2

К

(2K -_nE (bl_ d,)csh(^֊'^.+ 
1 (2k - l)z 2d. v * 2d.

+ (֊ I)
P v 16d՜

1 I -I у (2k — 1)M 2d- 2d.
. (4.9)

и

, . . M u K75 .. ... KZb,v-k (d2) - NK sh (b, -d.jcsh —bJ- 
d։ d,

, . ,,K 2P v /d. \5 / . KJzd, , клЬ, \ .. ,A.4-(֊l)K—, ’ 1 _ sh -֊֊’-esh —֊1֊-1 (4.Ю)
1 1 + v \kw/ \ d, d, /

Введем новые неизвестные:

вк =(_ 1У + 1 l6d-d« ■ Sh <2?^֊d- SK . (4.! I)
3(2k-1) 2d.

Nlt=V֊l)'‘ + ։ “iich^th ”*LRK . (4.12)
к d։ d։

Подставляя значения (4.9), (4.10), (4.11) и (4.12) в (4.7) и (4.8), 
совокупность двух бесконечных систем линейных уравнений приве­
дем к виду:

Р= 1
к = 1 2...
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R« = I SpC։p-?«. (М3)

d- I 
где выедены обозначения:

3(2ы—1) , , . pxd. pznKp=----------d,d.ch ^sh ‘ (bt-
* <1, d,

Yu

P 4k

Tr5

—d,j$ch ~— I 
(2ic-l)>d’+(2pd,)’’

I2(2k -l)d' ֆ 

k* •“
P-

l_shP’»‘,cst. РЛЁ1 
d։ dt

։(2P;’|cJk Ո’Հ - C-W’l

3P _b’ "ճ 11 j.<-K -Hsd, ^ (2K-IM,]

41 (2k —l)d։n’ I - 2d. 2d,

32k , . . (2p— hndj . (2p — l)n .. I 4 c։„= —-<l,d,sh 1 sh =-1—֊— (b,-d,).
1 3* 2d. 2d.

(4.Н)

(4.16)

,csh(2p^l>b.---------------1. (416)
2d, (2 k d4)’4-(2p — l)’d։

P - V
I I v r.« -

p= 1

P V
I l+v

d։_bsSh^^ csh(M^
_____________ 2d,_______^Sd.______

(2p-j)t[(. -D’dJ

_Հ_
d.K’x3

к-b, , K«d.
csh------- sch ------ =----

d, d,

. (2p - Г»- .. ։(2p— l)~b.X sh —-----------(b.—d»)csh  --------—2
V M,

; (2p 1)»Հ
(4.17)

Системы (4.13) могут быть написаны в виде одной системы:

Ճ Mi +Bv (v-1.2....). (4-։«)

յ- ։ 
где обозначены

= ^гп—Ի
A2n-I.2m -I —°՛ Л2а-1,2т Ջ акр« B2n I = Т»
А2л. 2т " °՛ A2n.2m - I = сыр« ГЪп =?к • (4.19)

+

I

1 l< -4-dJ d։
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Заметим еще, что для всякого р имеют место неравенства:

. P*d5 pit . pzb, .. p-b, ,, pnd, . pad. . pnd. _ch-—- sh I).—(k)sch ‘—- = th ֊ Lch2J—- ch — - sh ֊ ՜ <
d։ d,.. ' d, d, d, d, d,

. (2p—J)nd, , (2p 1խ/։ .. . (2p — D~b.sh —----- L—’sh H (b,._ dt)csh —L------- - =
2dj . 2d. * 2d,

(2p -1M, (2p-l)TCd, _ oil ՜ 'Ll! "՜՜՜
2d։ 2d, 2d,

’(շր

1-| shfclM? с1Ж֊
d, d5

4[-4-^)| V (4.21)

Для случая v = 2n — 1 имеем՜-

ւա I
* nrl(2pd2r+(2k-D’d; |l — I i

3
4

cth 1 - ■??;_ I.
2di (2k- D-d, 4

(4-22)

При этом использованы неравенства (4.20)

cth х — < 1 при 0 < х հ. оо 
х

и значение ряда

У —!֊— = —(cthar- 1 '
— p‘J4-r? 2а \ ат.,

Р= *
Для случая v = 2n имеем:

(4.23)

(4-24)

V А,։ |= V .скрк i®Kd,d, s —; -Ц--------------=

յ = ւ р=, 3՛ Р ։(2р 04 + »’
2 К-d. °

= T։h 1 «Г’ <425>3 d, 3

при этом использованы неравенства (4.21) и значение ряда

X ---------------------- = ||1
՜“ (2р - 1)’ -р aa 4<г 2

р = 1
(4.26)

Из неравенств (4.22) и (4.25) следует, что для любых чисел v 
сумма коэфициентов A.zj системы (4.18) удовлетворяет неравенству:
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н-27)
1 = 1 

го есть бесконечная система (4.18) вполне регулярна.
Пользуясь теорией вполне регулярных бесконечных систем ли­

нейных уравнений (5). неизвестные ZK определим с любой точностью.

§ 5. Определение функций напряжений

Пользуясь соотношением (4.3), выражение (4.1) для функции 
ФК(У) приведем к виду:

?К(У)- խ +(-1)‘(2֊Лят (Հ- <Ф

, . , . (2к — 1խփ(у djesh 1 1
2<L

+(֊!)“ + 1 2Р b-cl.
Т(2к-Т)к(>՜մ,) (5.1)

Исключив из выражения (3.7) коэфициент Ам , получим
, . . п ,(2к —1խ., . . (2к —1խհ.
և (У) = В. տհ —------(b,-y)csh - —i

2d> 2d,
, >£ 2P(b’֊-dJd. J2k-1)x,. . .(2к-1)яЬт

H-( 1) —L-i-----ճ_Lsh----------(b5— v)csh֊-------- ---- I
1 (2к—1)я 2d, 2d.

-H-l)
К P v 16d’ 

1ТТ>(2к^1Т^
. (2к — 1 )r.y (2к — 1 )xb.

v—b.sh---------— esh :-------- - —֊
2d. 2d.

K2P(b’-dta)(y-d։) 

1 (2k-1)*
Аналогичным образом для функций w, (х) и v, (х) получим:

wx(x)=— N«cih—— sch — -sh- (d. x) 
d։ d, dj

к - 1 2P v
-M-J)

I 1 4֊V
esh

+( B*+ ՛ - Հ S 
X — 

p -1

кхЬ, Kxd, . kx . .
----- •- sch — sh — (d. — x) 

d։ d, d, 
fptd.jcos^e^5'

(2Kdt)’ - (2p - l)’d։
i5.3)

м

v« (x) = N. esh xxb։ . kx.. . 
~sh

d. d,
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+(֊ (М’ (1 - cshф-sh K֊^Y (5.4)
I I -bv\K%/ \ d։ 1։ /

Подставив значения (5.1)—(5.4) в (2.4), получим функцию на­
пряжений

F։(x,y) = У [և (у) 4- <?* (у)] cos 1>пх 
2d.

к = I
х
У COS

к « 1

(2к в
2d, I

. (2к — 1)к .. . . (2к —1)пЬ.
sh  ----- -—(Ь, —y)csh֊-------- —L—

2d, • 2d.

. (2к—l)r. , (2к — l)-d,
sh n,""՜ (<հ — y)csh ----- T—֊֊

2d, 2d,

h-2P (b2-da)d։ f
1) _. . » r 1 s

I (2k-1)k|

+ sh 
2d.

(b.-yRsh^-1^- 
2d, 2d.

(y-djcsh (2k—l)rcdt
2d,

К P
1) ֊

* 16a;
1 1 4֊ v (2k-1)’tc8

у — b,csh (2к—1)лЬ, (2к 1)теуО J I 1
2d. 2d,

I- £ vp(d,)sin ֊PpLch_P^Sch₽^. (5.5)
p = | d. d. d,

для области DAMN.

F։(X.y)= լ L(y)C0s(2^—i^=-P (b-d‘)(y-d,)|- 

_ 1

+ у cos<*L-!>^{B«Sh ^֊l)l(bi_y)esh^֊i>b» + 
K^։ 2<և 1 2<15 2(1,

I (2k— 1)k 2d. kd,

+( ֊ 1)KP ’ 'ճ_ у - b,sh g!^1 csh gL֊1^] j (5.6)
I 1 4- v(2k ֊ l)='r? 2d. 2d. I)

для области NMBC.

F,(x,y)= У (vK (x)-f-wM (x)] sin K^ = 
d,
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V : (2р 1)ях (2р 1)гсу . (2р — l)zd։= У fp (d.)cos —------ լ— տհ —------ — csh — ------ -—14Л PV '՚ 2(1- 2d. 2<J.
p=J

V ктеу к. . ктос . Kr.d, , ккЬ. . кк .-- > sin -----— N„ch — sch-------  csh----- լ տհ - b։-d. 4-к^։ I <h d։ d, d,

.. k2P v / dj V , 4| KTido . ։<r.bj . KTCX՜] I
4-( — 1)------------ — J — th -------- • csh----- ch — (o./I 14-йШ/ d, d, djl

для области О A MN

F,(x,y)- S

К =

, , . KTtvVg (x)sin 
d։

V • клу lx, . x . Kzb, .= ՝ sin —— (NK sh — (b։ — x)csh-------  4
d» ’ dl dj

. . ,,K2P v /djV/. . ккЬ, kxx \| u.
-H-i) vr ՜ ~ J-csh —Ժտհ —Г՜ <°’8>I 1 4- v \ KK / \ dj d։ / I

для области AMHG.
При этом использованы значения:

» . .к + ։
У —— -------cos (2к — 1 )х = —

2к - 1 4к =1
<л

Ճ (֊I) К 

к5 -|֊ as
sinKX = г. shox

■j slw~

(0 X <7t)

(0<X <5X)

(5.9)

(5.10)

oc К 4-J 
(-1) (2k ֊1)

(2k — 1)’ 4- fls
<t chox
4 ch1771 

о
(5.11)cos(2k — l)x

В случае, когда d։ = bs = b и b։ — d2 — а, из (5.7) получим:

. 2P v b’ v ( —1)< . к%у / . . kfx . кita \
Г- x.v) =---------------- >, ------- "sin —— 1 ch------- sch—— =1 1 I- vr? — k:։ bl b b )

к =1

P V 2b3
I 1 •- v к5

(y?
12 \ b5

V \ v ( — 1)* . , kjcx . кг.у֊֊ — > ------ —sch—ch sm—-
b / “ к՛' b b b

к «» I
.(5.12)

Здесь использованы значения:

-0 a, — b-_.
И

а

к
KKV sin —- ՜ 

b 12
ճ_ У
Ь3

’ (0< У <Ь) (5.13)
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Выражение (5.12) есть функция напряжений при изгибе призма­
тического стержня с прямоугольным поперечным сечением, которая 
приводится в курсах теории упругости (6|.

Функцию напряжений при изгибе призматического стержня с 
прямоугольным поперечным сечением можно представить и в другом 
виде.

Подставив н (5.5) — b, — Ь и Ьх = (Լ = а ,получим:

'■(х’у, = ТгЫт(х’-а։,у-
У < rlLcsh (5.14)

к — (2к -! > .2а 2а 2а IК I

При этом использованы значения: 
vp((Mi . =0 |d, -=■ b,

И

ճ «՜Հ7cos (- ~-l)BX = ֊ (x*-o’) (0 • X<«) (5.15)
(2к—1)” '2а 32а*к = 1

§ 6. Определение напряжений Xz и Yz

Согласно (1.4) и (2.1) компоненты касательного напряжения оп­
ределяются соотношениями:

X? (Х,у) = ֊ ֊~(х=-1>). Yz (х,у)=— ֊ք՝. (6.1)
Оу 21 ах

Пользуясь выражениями (5.5) (5.8) для функции напряжений,
для напряжений X/ и Yz получим следующие значения:

Для области NMBC:

Xz (х,у) = - р- ֊-!— (х. _ Հ)
21 | է V з/

- G (2к - 1)кх । (2к - 1)лЬ* . (2к — 1)к .-2d; ձ^տ֊ ֊-'(2к—!)ВКesh——— -=ch-J-—------(b,-y)-

(֊if а.. 2Р . d csJ] (շ^-ւխհ։ j (2к ~ 1խ (Ь _ у) _|_
I ՜ 2d- 2d2

-H-D* J6dX (6.2)

1 H-v(2k-1)W 2(1, 2d, I

Yz (x,y) =

~ V • (2k— l)~x| , . (2к— 1 )”b, (2к — 1խ . , .- > sin ֊֊֊ (2k -1) Bk esh-----֊֊J shv֊—(b, — y) 4-
2d5 2d» I 2d? 2d,
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^(Հ֊6>1չտ1։(2ա-1^տ11 (2K-l)n(b_v) 

I Г. 2d։

« Р v 166 к . <2к - \ — b.csli —
2d.

l)Kb,sh(2K- |)пу
2d,

(6.3(

Для области AMHG:
p . 2X/ (x,y) = ^-(b ֊x’) +

4 У cos K"4 [ttNicCsh K,'‘'։ -sh h" (b, — x) -J-
d։ Հ- d։ I d։ d։

-H-bK^_2____1.
u I 1 - V K’«:1

. К—Ь, , KZX— csh------ — տԽ------
dj d,

(6.4)

Yz (x,y) *= “ У sin —•• *kN, csh —ch '^(b,֊ x) ֊- 
d, — d, I dj d,h —՛ I

К *>p V
4( 1) ՜ — d. i Krcb. ....J_csli —t-cli

W d։
КЯХ I

<1. Г
(6.5)

Для области (DAMN:

Xz (X.y) = P (Հ֊ =։*): +

+ 4֊ V {2p_1)fp(djcsh12jL֊-n^.C0J2p-l)-xch^Pjz^y Ւ 
2d, _ “ ։ 2d2 2d, 2ds

~ V кху I xr , kzx . Kiwi, - k“/u . к zb.14- ֊ ՝ cos ՜ kN։ ch sch-------sh (b.— d..)csh -- -r
.Հ֊! d, I d, d, d, d,

3
, , K2P V d / , K^d, , K7cb. , K75X\ I ...

— Ն-----------—1 — th -•’-csh-------LCh — • (&6)P ՝ I 1 փ v к’я’ V dt d, d, / J V 
ф>у)в

’ V /о i«/n* (2P“ 0TCX i (2p —l)^v . (2p—l)Kd,«= ։ ձ (2p Dtp(djsm r 7 sh1 { э z • csh 1֊
2d.. “■ 2d, 2d. 2d»

՜ P = I

z V - кку ( .. , kzx . Kzd= , ккЬ. , кгс,. .. > sin —- KNsSh sch csh — sh (b. da)
d, “ d։ I d։ d, d, d, 

В՛ К — 1

. 14K2P v d Kzd, . ктсЬ. . kzx I
-(-։։—i------ -^L-th -֊-csh։ sh —— . (b.i)

I 1 4- v к-я3 d։ d։ d։ J
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В области OAMN (фиг. 2) касательные напряжения, кроме фор­
мул (6.6) и (6.7), .могут определяться также и значениями:

Xz (х.у) ==;—( b{— № ) }■ յճ V pvp(d,)cos -’հ ch -- sch ֊’^ — 
“՛ d> cl, d. (I.

^VC0S^֊JUx 
2d,

|(2k—1)B« ch (2k x , (2к—1)тсЬ.-----------—(b2—v)csh —к֊—‘
2d, ' 2d2

sk (2k —1)“Z1 , t (2k — l)-d։— ch ------- (d։ v)csh --------------— 1 •
2d. ՜ 2d.

. ../2P1 Հ“Հ)<1ւ . (2к 1խ .. U2k—1)кЬ,

- ( -П) Т ՜^՜ Ich ^/n֊y՝CSh 2d,

_chJg£^(y_dl)cs„(?-<-'M,.]_ 
2<l, ՝- 2d, J

H |_

114 v(2k — l):ln‘
_  (2к -1 խխ ch (2к-1)ку (2k—1 Ml. | , 

2d, 2d. I'd. I ’

Yz (x.y)= —— У pVp(d2)s։n — sh '—sch f- 
d։ ~ ։ d, d։ d։

2d.
Г (2к i)- . (2к — 1 )nb.sh —-——(b.— y)csh----------- - -լ 2d, ։ ' 2d,

. (2к—1)“,. . . (2к —l)7cd.— sh -------- — (dv csh ՝--------- -—L
2d, 2d,

к 2_P KM՛ r5h iж (b։_. y)cs,։ 4

1 ” 2d, . 2d.

(2k — i)՜ . (2к—l)-dt
2d. 2d,

. кр v J6d3 Г
— f — I )---------- --------- i----- v --J 1 4֊ v(2k - 1)նէ՛ [ '

, (2k — 1)-v (2k Dr.b, II’.sh —csh - -------------- *-
2da 3d3 I■

(6.9)

В формулах (6.2), (6.9) величины X’x . Вк, Vp(d,) и fP (<IJ опре­
делены соотношениями (4.9)֊ -(4.12).

Все эти величины выражаются через коэфициенты S>; и RK, 
последние же определяются из вполне регулярной бесконечной сис­
темы линейных уравнений (1.18)
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Формулами (6.2)—(6.9) определяются касательные напряжения в 
любо»։ точке поперечного сечения стержня.

Наибольшее значение касательное напряжение получает на бо­
ковых сторонах сечения в серединных точках сторон (в точках) 
[0,Ь,| и (O,-bJ).

Напряжение в точке (O.bJ будет

у (-о“Ւ1 11 <ւ։<ւ։տ.Տհ -!£*. «հ рх 11яЬ>_
d, -, I з л|,

և (Հ._Հ) dieSh<M^-֊ , cti, ). (6.10)

I ■ ‘ 2d I 1 vi-'к w 2(L I

С удалением от точки (U.b>) напряжение Xx уменьшается по 
величине и в точках (<1а, Ь3) и ( —d,. Ь,) обращается в нуль.

Заметим, что горизонтальный компонент касательного напряже­
ния JYxjiia баковых сторонах сечения равен нулю:

Yx (х, ±Ь,) = 0.

У входящих углов сечения касательные напряжения становятся 
бесконечно большими, ибо в этих случаях значения напряжений за-

Л до
висят от значений рядов У R. и У S«, которые, согласно

к<= 1 к «=1
(4.13)—(4.17), расходятся.

На горизонтальных сторонах сечения касательные напряжения 
будут

Хх (Ь„у) = О

Yz (bvv)«2n >, (—1) s»n —- djch----- -sch --------RK —
", d, I d, (1,

Подставив в (6.6) и (6.7) d, = b. = b. b։ = J,= а и, учитывая, что 
для этого случая fp (d,){d։ = О, для напряжений при изгибе приз­
матического стержня с прямоугольным поперечным сечением получим: 

х>). М-Л! 1)
21 ' I 1 -J-v «հ* I 12 \ b’ /

V (— 0" V. K"X u К*У I /С I «иՀ -i—-^-ch------- sch——cos—^֊, (6 12)
, к5 b b b J 

. к — 1
Илвссгия IV, յ* 5 6



412 Б. Л. Абрамян

v . . Р ՛/ 2b’ v (—О* , кях . кла . кяуУ/ (x.v) = —----------у ֊------- — sh —— sch------- sin------ —. (6.13)
I I v — к2 b b b

к = I

При этом использовано значение ряда

у (^ULC0S_^= ?’(3>-_a (б.14)
~ к3 b 12 \ Ь* ) '

к «? I
Напряжения (6.12) и (6.13) для стержня с прямоугольным попе­

речным сечением приводятся в курсах теории упругости (6).

Сектор математики Поступило 3 I 1051
и механики Академии 
наук Армянской ССР
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(X. ll.prinliiu-fjiaG

խԱՋԱՋեՎ. ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ 1ԱՏՎ.ԱԾՔ ՈհՆեՑՈՂ. ՊՐՒԶՄԱՏՒԿ 
ՋՈԴ-ԵՐՒ ԾՌՈՒՄԸ

Ա Մ Փ Ո Փ II I' 1Г

էէշխսււււսէ JJ յան մեջ րերված I; Աեն-’Լենանի խնգ րի ճիշտ րււծրււմր 
իւաշաձե հատվածք ունեք/ ալ պրիզմատիկ ձա/երի ծ ո մ Աէն վերա րե ր յալ՛

Խնդրի լուծման րնթաւ/քա.մ Օգտագործված Լ Ն.Խ. Հա րա fJ յու.ն յան ի 
օմանղակ էիո ւ նկք/ ի ան ե ր մտցնելու եգանակր, "րի միջոցով մասնակի 
ած ան ք/ յ ա i'll ե րսվ դ իւիւիե ր են ք/ի ա j հավասարման լա ծ ա մ ր լւերված Լ հաււ- 
ւոատուն ւրւլւծ ակիցներսվ դծային լւ էլ րւր լււլ կարղի դ ի !իէիե րեն ց ի ա լ հավա- 
ւ> ա ր ու ՚մե ե ր ի լա. ծ ման, ի“է( ինտե՛գրման '> ա ււտ ա ա ո ւ նն ե ր ի որոշումր' լիովին 
րեդւււ /յար դծային սւնվեր^ հ ավ ա սա ր ո ւ ւՈւ ե լւ ի սիստեմի լսւ.ծման>

1ւ1րԱւ1ր[ւ լածամր տրված Լ րն ւ/ i ա՛հ ա ր հանր ահաշվաէլան ձ/էււվ՝ կախ­
ված հատվ՛ած րի ե րկր ա շ ա էի ական պա ր Ш մե սւ ըն ե ր ի г/1
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