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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

С. А Амбарцумян

Расчет пологих цилиндрических оболочек, собранных 
из анизотропных слоев

1. Рассмотрим многослойную тонкую цилиндрическую оболоч­
ку, построенную из нечетного числа однородных анизотропных слоев, 
симметрично расположенных относительно срединной поверхности 
оболочки. Эта поверхность одновременно является срединной поверх­
ностью среднего слоя (фиг. 1.).

Считаем, что материал каждого слоя подчиняется обобщенному 
закону Гука и в каждой точке имеет лишь одну плоскость упругой 
симметрии, параллельную срединном поверхности оболочки [1].

Предполагается также, что все слон при деформировании остают­
ся упругими и работают совместно, т. е. скольжения слоев по по­
верхностям контакта не возможны.

Положение точек на срединной поверхности цилиндрической 
оболочки будем определять координатами: а — вдоль образующей, 
и по дуге поперечного сечения срединной поверхности (фиг. 2)- 
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Коэфицяенты первой квадратичной формы в этой системе коорди­
нат имеют следующие значения: А = В=1, т. с. срединная поверх­
ность цилиндрической оболочки имеет метрику плоскости.

2. Формулы, харак­
теризующие деформации 
и изменения кривизны 
срединной поверхности 
анизотропной оболочки, 
не отличаются от соот­
ветствующих формул изо­
тропной оболочки, и в 
случае пологой цилинд­
рической оболочки имеют 
вид [2]:

ժս dv ժս . dv
• da 2 ԺՅ dp da

У ~~ •—■*՛• 1 *^* ■- ՚ ՚ * * ~~ —- _• ■ •
’’ da- ' d? dadb

(2.1)

где u = ula,,3), v = v(a. ?), w = w(«, S) — соответственно тангенциаль­
ные и нормальные перемещения точки (%, 3) срединной поверхности, 

I
к — -г.- кривизна срединной поверхности.

К
Для слоистой анизотропной оболочки в целом считаем спра­

ведливой гипотезу о том, что нормальный к срединной поверхности' 
прямолинейный элемент оболочки, после деформации, остается пря­
молинейным, нормальным к срединной поверхности и сохраняет свою 
первоначальную длину [2].

В силу этой гипотезы, из обобщенного закона Гука в случае 
наличия одной плоскости упругой симметрии, для напряжений 
а"’, а"1 и т’", m-го слоя оболочки получим:

in . nin I огп . om г>П1ДՀ = B„s, +В,; «.+В,,, ш+ В„ х,+В„ х, , В.. X )

’₽ = Ви •• Вя 6=+А, “ V 1 В„ »։+Вя *։+в„ т 1 (2-2)
ГП ,։П1 „ГП ,.,П1 | ,,Ш ռյո . լ.111 iBm®+Y( B„ x, Вих։+В„ т), 

где аналогично тому, что у С. Г. Лехницкого [1]:

= (i, к = 1,2,6) (2.3)
Հ

Здесь А՛” являются упругими постоянными. Общее число неза­
висимых упругих постоянных равно 13. В силу симметрии матрицы 
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коэфпциентрв обобщенного закона Гука Л՛],' =- AjJ]
I Остальные три составляющие тензора напряжений определяем 

ла условий равновесия дифференциального элемента m-го слоя обо­
лочки [2].

Ограничиваясь точностью формул (2.1) для напряжений и

Հ получим:

C1Y - Фш(Л>?)

Фт(а. Я

<Ն

3 А |П

*«т ՜^՜՜ ժձ

-I"
Л
1

- tn 
C/7, Л-1” o'-ля

՜ г. у ՕՀԼ

(2.1)

где 0) н փտ(«. £) функции, появившиеся в силу интегрнрова- 
пия по հ. Функции <рт и փա определяем как в слоистых пластин­
ках (3), т. е. из условий на поверхностях контакта смежных слоев 
И аа внешних поверхностях оболочки (фиг. Г).

а) На верхней поверхности у = 5

(2.6)

(2.7)

(2.8)

г;.? + 1=Х. ^’+, = y. (2.5)

»де Х(«.?) п Y(а,являются тангенциальными составляющими ин­
тенсивности внешней нагрузки, о — половина толщины оболочки.

б) на нижней поверхности у = — 5
I “г/ = 0. = 0.

в) на поверхностях контакта смежных слоев:

при ՚՜ = օ m = (п 4-I), (п 4֊ 2), .. . 2п,

при ? = —5 п։=2, 3, 4 ... (п 4 I).

um~um —1 > vm = vi!i-1 >

hi _ тп—I in ni 1
Խ ֊ ’aY - *3f — ■

R силу того, что основная гипотеза дана для всего пакета обо­
лочки в целом, условия контакта (2.7) выполняются автоматически.

Подставляя значения напряжения Հ', з? и из (2.2) bi2.1i, 
и учитывая (2.1), (2.5), (2.6) и (2.8), для касательных напряжении 

и ., получим |4]:

для слоев от внутреннего (1-го) до среднего (п 1)-го вклю- 
агьно, т. ё. для m — 1, 2, 3 ... (п 4֊ 1)
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-™ = f е(В^) w + Q1?(B^)v-|-Ra (bJJJ)w] -
-V E(s"k)w--3.lpi (*ikl « + Qa?l ‘Kb+R, ( <bv I ■ (2՛9) 

< = V F (B*)*-T Ip? I в!") v+ Q։? (BS) U + r? ( bJJJ) w I -

- հհ P|.gik)w-« | Ppi. ։™.lv + Q,p( tJ2) u + rs (tJJJ) w|. (2.Ю)

Для слоев от наружного (2п 1)-го до среднего (п 1)-го включи­
тельно, т. е. для ու = (п 4-1), (п 2) ... (2п 4՜ О

հ = у Е (Й+2-՞) w - Т [ Р. I вГ2--т) U+Q.P (в’Г2т) V + 

:кД'вГ‘2-"^]֊ £ E(g2r2-mlw ֊3|рЛГ2-'")и +

,, I /2в 1-2— itii ։ п 1 '2п-1-2— ։п । I , v•QasHik >V4-Ra(tlk^ |w|4-X. (2.11)

= '• t-1 B^,+2-ral w - Y [Pp(вГ։-т)v+Q,p(B^+2-m) u +

‘ Кр(вГ2-тН ^F(gr2^n.hv-S|Pp(t?r2֊m)v +

+ Qapl'։?r2-mlu-i-Rpl'trk+2_'")'v| + Y. (2.12)

В этих формулах введены следующие обозначения: 

ժ։ ժ։ Ժ3
Р«(Ь‘Х) =Ь**^+2Ь'«-3^ + Ь«-^’

а3 д- д2
( b։k) = bp. 4- (ь։։ 4- ьй6) ժյէժ? -4- bw ֊^, . (‘2.13)

Ь1к) = ь„ : 2 п5|. \ Ьй

м ЛЗ (Ճ АУ
Е I b,k) = Ь„ ... 3Ь„. , Ь„ + 2ЬИ) + Ь,_ . (2.15)

( k|k) —
, д . . д 
br - ----- bM

6/a • ' (Ւ.

•
K>

։
(2.14)

к я hk) =
h d ■ h ժ
՜' </jj <7a K.

ժ’ ժ՝ Ժ3
F' 1 1>ik ՚ = "՜-5 ’ Ь։« д^с)7. ՝ ^։1 : ժ^ժյժ ' և1<ժօ*՜ ՚ ^2՜16)
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_ I4k — — 
փ

эфициентамн линейных операторов служат:
m—I

R Rm I V °iii *-4k ՜է՜ / i
s—I
in—1

5s • Uk=BIk (2.17)

m I gik = ձ 
о-

5m + V B|k I o’ - oJs g;k = Blk ,2.IS)

где m = 2, 3, 4 ... (n ; 1;.
3. Напряжения в каждом слое оболочки вызывают внутренние, 

татически эквивалентные им обобщенные усилия [2,4,5]:
д д

Т1 = ժ« (Cji ս ՜1՜ c*6 v) Դ (c”v փ C’c ս)H C|? KW>
՝d ծ

!Ն = (Си- V փ c2Gu ) 4֊ (Cjjii -1 c2Cv) -Г Գյ kw,

Id Ժ
S = tfa^ClbU 4՜ C'"'V) ՜1՜ dpi ^C֊bV + C':°u) C-,J KW ' 

i сгибающие и крутящий моменты:

(3.1)

G-=D.

2D,.о

да.՝

д2\\-

+ 2D։v
д-w 

dadl

Ժ՜ w O;; g ■ SBi.

Л-DԺ» ai
02W

Hi 7/a*’

-E(Dik)w. N, = ֊F(Dik|w,

(3.2)

(3.3)

гдеЕ(Д'к) и F(D։k) - вышеприведенные линейные операторы треть­
его порядка.

Здесь и в дальнейшем коэфициенты cik и Dik являются соот­
ветственно жесткостями растяжения (сжатия) и изгиба. Их 
определить посредством следующих формул (4,5]:

можно

си< = 2
11

B"k+I 5п4-1 + V В|” i Om — 3m+ (3.4)

9
Dlk =у

n
B"k,l5n+1+ Ճ Blk(5m (3.5)

D
0*W

D
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4. Из общих уравнений статики (2), после некоторых преобра­
зований, для пологой цилиндрической оболочки получим следующие 
уравнения равновесия:

֊£• -5-+Х = °. ^■’+t֊+Y=0 
tfa di Օթ <7а

кТ5 LjDjkjw Z —О,

где I , Dik )—линейный оператор четвертого порядка:

<7* о* (Ji
L <Dlk ' = Dn Та* ՜ 4Djg </а’^ " 2(D-*' 2D,^da«^

(4.1)

д* д*
+ <4'2>

Как четвертое уравнение системы (4.1) может служить уравне­
ние неразрывности [2.6], которое для анизотропной слоистой цилинд­
рической оболочки имеет следующий вид:

ժ’ Ժ’
(1хч (аи * ։ ais1 ՛ ~~ аы$) ~ Tzdfi ^’ес$ ~ a?«Ti — aJ61-f-

z/: <7aW
(<Ц։Т։ а։Дз — a։6S) — к -r֊^, = 0, (4.3)

где ап —

а։ь=

с։Ао —с;б
а22 =

Й26 =

С’5С«. ~ С2в

с22сп; СдаСоц
с«<Я

c«eQ

cnc2ti ClgCu ։ 
с

а1։ =
CjjCo. -- С’з

(4.4)

Здесь
cefiQ d88 СГ.<£

Й=с« I ( c"c« - Վ ) ( c’>c« - Գ.) ~ ( C»C« ~ с»с’« )*I • <4-5)
5. Пусть искомыми будут составляющие перемещения п(а, £), 

v(a,p) и w(a,3), через которые посредством формул <3.1) - -(3.3) вы­
ражены все внутренние усилия.

Подставляя значения Т։, Т, и S из (3..1) в (4.1). получим пол­
ную систему дифференциальных уравнений (5.1) относительно грех 
основных искомых u, V, w:

Ра (clk)u + Qa?(C‘k) V“ R* ( Cik) W ~ X = 0,

(ctk) v + Qa?(Cik )u + R? (Cik)w4-Y = 0. (5.1)

Ka ( cik) u b ( C|k) V I- L (DJk) w 4- c92 k’w - Z = 0.

Система (5.1) является разрешающей, т. к. имея решение этой си­
стемы, при заданных граничных условиях можно определить все 
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в։п т-.-нние усилия цилиндрической анизотропной и слоистой обо- 
•i- . iH п| •։ произвольном загружении.

I .Наряду с внутренними усилиями существенный интерес пред- 
eta мн 11 напряжения а'1՜, а"' и в каждом слое оболочки. Пос­
ледние определяем посредством следующих формул:

m _ 1}m ժս „ш dv ж / ժս , dv\ . ռ|Ո 

vHV”d’W-. R։n —W 1 ou'n

in pindv omdu m / Ժս d\՛ \ m- M + B.= 37+ B« (Հտ + B.KW-

I Rm$*W inO’w m (T-W \
՜ԱՀ CF 1 :

(5.2)

(5.3)

յո „աժս in d\’ in / Ժս (Ւ/\ tn= B.« 37 + B>. - B~ ( 3F + ) + B« KW ՜

/„п։Л П1 O*W tn d\\' \՜ • (B.« 7«? + B- ЭГ + 2B“ ' (5֊4)

Определенный интерес представляет случай, когда X —Y==0, 
е. случаи наличия лишь поверхностной нормальной нагрузки Z / 0. 

Н этом случае, полагая:
w = L1(aik)*, 

д / o’ o’ \
ժ« լа” ՜տթ ՜а” + а’։ это? I

а”
. ч <?։

; (Зев а։։)^՜^՜

+ 28»О« Ф а1«
՝<?’ и 

К . 3 Ф,

тождественно удовлетворим первым двум уравнениям системы 
При этом третье уравнение принимает следующий вид:

L,(3il։)L(D,k)<I. +к» =Z.

(5.5) 

(5.6)

(5.7)

(5.1).

(5.8)

U = к

V =
Ժ 

К

Это разрешающее уравнение восьмого порядка является раз­
витием разрешающего уравнения В. 3. Власова |2|, данное для изо­
тропной цилиндрической оболочки. Это же уравнение можно было 
бы получить, воспользовавшись смешанным методом В. 3. Вла­
сова [2, 7, 8]. •

В формулу (5.5) и в уравнение (5.8) входит новый линейный опе­
ратор четвертого порядка, который имеет следующий вид:

ժ* ժ* . Ժ*
Կ I 3,к ■ = <հւ -^֊4 2а։(; ժօ5^ ՜' +

Ь 2а” ! а’։ ~д^ ՜ (5*9)

Изиссгнн IV. № 5 4
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Подставляя значения и(а, £), v(a,; ) и w(a, 3) in (5.5), (5.6) и (5.7) 
в формулы (3,1), для тангенциальных сил получим.՛

„ Ժ<Փ ,г , Ժ*Փ Ժ*Փ
1 d«'<7pa ՝ (7а4 (5.10)

Подставляя значение w (а, £) из 13.5) в (3.2) и (3.3), для моментов 
и поперечных сил получим;

d..^ + d‘M’ + 2D-
/ Ժ՞ <Р (7s XG’=(D^

(5.11)

(Ժ2 d* /Р ՝
2D“ ժ< +

N, = - 1£ (DIk) |L։ ( aik)| Ф. N։=-F|D,k| [L,( .illc 11 •!>. (5.12)

Напряжения в каждом слое определяем посредством следую­
щих формул:

ITI
— _ 14 111 III | (р J in tn

;ււ: В;։ ՜ «Նւ В։2 - ак 1?щ а a?s B։i а։2 Bn

ու \ d՝ I m HI in \ (}' I <7аф
~ iJ։c. B։il ) ձլտ3 <4<3ji т a1։Br. a։;iiB։i; . ՜^^յ՜ j K ^5՜

(i։tn <7J in Ժ3 hi d‘ X , . . _ ...Bn da2 : B=-' d^2 ՜ “B»‘i 7)xa? ) '*1 a|k 1 Ф’ (эЛ

, tn m rmi J։ i m ni
ր ~ «նշ!Լշ 1 au^22 ‘bobjH г a..,. Bj;:. a12 B.w

-
tn . d'J ( »n m in . d3 I ^’Ф

a5s В.,. ՛ ր,թ ՝Ь<.Ь.. a։,,lk. ;ւէ;(ՀՀ; . I K —

(in cP . in d՝ in d՝ \
B'= + в-'= ժթ+5B=“ (*ik)ф- <5՝l4)

m i I in m in d' ( m ։n
’aS = I a12‘ ';a I ‘hJ՜ւ՜ ՝,а2гВ։0 - 3Г.В>Ч!

111 ւ г>|,։ m ,JJ I 0^$
'ЧгДел .՛ .‘^бВр-, | З^В..,! — J К дл2

(tn cP „։•։ (Р ու ср \da3 ’ + 2B,4i dad^ L« ( а«к ■ Ф’ <5,15)

Հ" = |՜Է£ (В^)--?֊Е (g,n’)J Е։(а|к)Ф. 

т?( = 'TF< gfcl] в։(а|к)ф.

(5.16)

(5.17)
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.Л М III IIIФормулы касательных напряжении и т2., не отличаются от 
аналогичных формул С. Г. Лехницкого [3,9], данные для анизотроп­
ной слоистой пластинки. Это совпадение объясняется наличием ис­
ходных предпосылок (2.1).

Рассматривая формулы (5.8)—(5.17), заключаем, что задача рас­
чета пологой анизотропной слоистой цилиндрической оболочки, при 
действии лишь нормально приложенной нагрузки, сводится к разы­
сканию скалярной функции Ф(а, 3), т. е. к решению разрешающего 
дифференциального уравнения (5.8) при заданных граничных условиях.

6. В инженерной практике широко применяются слоистые обо­
лочки, составленные из ортотропных слоев, т. е. из слоев, материал 
которых имеет три взаимно перпендикулярные плоскости упругой 
симметрии.

Пусть одна из плоское гей упругой симметрии каждого слоя 
будет параллельна срединной поверхности оболочки, а остальные 
две—перпендикулярны к координатным линиям

a — Const, р = Const.

Тогда для коэфициентов BjjJ будем иметь:

III
в1П

tn
1 — I1‘ I»

ГП

tn 
l\r

tn

է՝"1
в1” «= —*—՝:-— 

» , m nt
1 —1\.. I1.

В”1 =Gin «г. 12

Brn tn III
IV ։ \м

П1 ptn
, в"'=в'"=о.

, ( П» Ш 10 W
1 1‘а

(6.1)

•ձ (ч111 • «Ш e-.ni ▼֊» 111Здесь Е։ = Е3 и L = Е. модули упругости соответственно

г г-. ր՝ . ո։вдоль главных направлений, ? = Const, а = Const, |i
in 

=

֊ |ս’Հ коэфициенты Пуассона (первый индекс показывает 

ление действия силы), Ci'” = G"l модули сдвига.
В силу (6.1), на основании (3.4) и (3,5), получим:

С։о = С50-=О, Dln-D:o = 0.

Разрешающее уравнение (5.8) примет следующий вид:

in 
и U = ‘ 51

направ-

(6.2)

ժ8<1։р-^ +Р’ «Ьф <н>
OZ7/5- ‘

֊ К3 Հ . = Z, 
(Խհ

Ժ8Փ Ժ«Փ

(6.3)

где Р։ =ai։Di։.

Р5 = a22D։2,

P, = [D„ (a,,,,- 2a,.) + 2an (D„ + 2D..,,)], 
P, - [D„(aw - 2a'i։) 2a„(D„ + 2D«)],

1% = anD22 2(autl ֊ 2a։,)(Dn + 2DW) at2D (6.4)
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Для внутренних тангенциальных сил имеем те же 
(5.10).

Для моментов и нолеречных сил получим:

Dit ժօ՜’ ՜ր Эр ) Լ* а’к 1 Փ' 

g։=(d„j+d,։^) L«(a»c)փ

tfl
H= 2D" ԺՏԺ?Լ'(%)Փ-

d1 d*
N, = - D„ 4- (D„ + 2D,,)

(Ր Ժ"
N-= — D„ +(I)։5 + 2D«b)^3

формулы

(6.5)

(6-6)

(6.7)

Ма1к )ф-

Ժ) L< (alk) Փ'

Для напряжений в каждом слое оболочки получим:

m Г ( m m\ д'- { rm d2 Ժ3Փ
Сл — J ~ап^и! + |312^Ո К

(m m d2 \Вп£.+ В^)Ма*)Ф' f6-8>
m ( m m\ d2 , ( m r m v Ժ2 ] д*Ф

^3 = 1 а22^и ~a։2^:-j} ^2 ~b 1 aj)b?.. ~ar.[^,, 1 , к

-^(B^+B"'X)L,laik)lI>՛ (6-9)
nt tn сНф in &

= - kaHBK ֊ 2 YBK L։ (a։k) Ф. (6.10)

Формулы (5.16) и (5.17) касательных напряжений внешне остают­
ся без изменений.

Линейные операторы, входящие в эти формулы, примут сле­
дующий упрощенный вид:

Ժ* о՜1 д*
L|(aik) = ait oat ■ (a«r. 2at=) дл2др ' a:։^r*’ ^6,J^

Ժ* д4 д*
•-(Oik) = L)M <7Я* ' ‘֊(l)l2 ■+■ 2DW) + ’ (6.12)

ժ՚* d^
Е(Ь|0 = Ьч^+(Ьн + 2Ь««)^рг • (6.13)

^(6|k^= ^12 ՜՜ ('■)ւտ՜։ 260в) ՚ է6.14)
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В этом случае упрощаются также формулы перемещений:

w = L,(aJJc)<&, (6.15)

, д / ժ» (Ր
11 ֊k di \а’։ да? Ф, (6.16)

< II 1 4՛^ J‘j) да? փ. (6.17)

| 7. Пусть пологая цилиндрическая оболочка, парекрывающая 
имоугольнын план (а X Ь) несет сосредоточенную силу Q, ирв- 
женную в произвольной точке (а=х, н = у).

Если Н центральный угол поперечного сечения оболочки, то 
TcRдлина дуги этого сечения Ь= Гс-.0 .
։ ОО

Пусть оболочка на всех четырех краях а = 0, а — а. ji = О и 
з = Ь имеет радиальное шарнирно подвижное закрепление. Это зна­
чив что мы должны искать решение, дифференциального уравне­
ния (6.3), удовлетворяющее следующим граничным условиям [2]:

\v = 0, V —0, G։=0, Т։ = 0 при а=0, а = а
(7.1)

w = 0, u = 0, G; = 0, Т5 = 0 при £=0. £ = Ь

Таким решением уравнения (6.3) является:

. 4Q ая v v I ։*« . kzS . ircx . ктиу о.
ab те8 — — lQik a b a b

где введено обозначение
i

•^Qik = P։ ։M P3 aW + Ps №k4 4֊ P« W + PJ*k* 4- • (7.3)

Здесь и в дальнейшем

Имея значение искомой функции Ф(а, խ, посредством раннее 
приведенных формул найдем расчетные формулы оболочки:

4QXa3w ,r'a • KZ? ■ *тсх КЛУ tiw — . -r-— sin - - sin —- sm-----sin » (7.4)— д0. a b a b
i к

W дaik = a։։i4 4֊ (aM — 2a։5)X։i’i<a փ а„Х4к4. (7.5)

Для напряжений получим:

ИП1 пй ( in mVаи^гх ~ алВ։։ )i44-^.Յյշ6ս а13В։а)Х*1 к’J Ч/.
Va *Qik

I k
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» 'Л Հ ՜ - ' . ' = - ■■=— ՛ —— - -■ =

. {тех . ктеу . ։теа . кте£Xsm sin sin— sin-И 4- a b a b 
i tn m \ 

4Օհո\< В . is4֊ B13 X2K3.'Aaik . {тех . ктеу . ։теа ктеЗ_ւ-, Zh£Vy__1 ՝ __*>к sin--------  sin ֊ sin — Sin r-- » (7.6)+ ‘ -■----- ДО|к aba b
I к

I ( tn in I / in in I Im 4QXa’ у«у« I I a„Bia - ֊ alaB.„ I kWJ {- I a, ,B2J -a։.Bw ) i4 |
Vtr<r ՜՜^ ՜ " ՜՜

. {тех . ктеу . 1теа . ктеЗ , X sin sin-j-֊ sin— sin—г ! a b a b

I ,п. .. m I
4QXw՛ В., /гк-'֊ր Bia ial AaJk ixx . ктеу . ira . ктеВ /7 
~J —- AQik a b a b

»։ 4QX2aa w i8K . {тех . ктеЗ {тел ։теЗ-3 = -^ ’Alli֊» а տ՚ո-b «>* a COST- 
I k

9v 19*’ R™ VV ||{Д«* sin 'ях L։„ “Ф cn«!2 rrt« кя? 17 MՀ[ I»,., ' ' *-------- Տ1Ո — Sill COS— COS , • l».olте3 —— Др,к a h a b

m 4QVV
•H Kb.

1 k

[YJ ni m \ 32 ■ ni ni . 1 _փ( B։5 + 2BM I - -y( g։3 4- 2gw ) A3i3K3Aaik

AQik

in 5' ni \
B։j .5 Ծէէ 1 ՝ ^aik

AQlk
, 1тех . ктеу ։теа . ктер Հ_ ո.

Sin- - տա ֊— Cos- Sin . (/.9)a b a b

[r֊ m . in o2 m in . .T (2B“ ) ՜ ՜շ (gi։ + 'ек) Xi’K I Ла1к

՝։=ч՜' zb— ՜՜ iQik
I k

(У- _ III ձ3 ni \
2 B„ - • ,y gw ) X’K3 Aalk 

AQik
. ikx . ктеу . 1теа ктеЗ

sin— տա . sin cos -г4- • (/.10)a b a b

8. В качестве численного примера рассмотрим трехслойную 
фанерную оболочку, характерные размеры срединной поверхности 
которой суть: а= b =50сл, R = 150c.«.

Пусть оболочка состоит из двух продольных (наружных) и одно­
го поперечного слоев (фиг. 3). Общая толщина фанеры h = 3,0 .и.м, 
толщина каждого слоя о0 = 1,0 мм.
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Расчетные толщины 6. =о = 1,5 .мл, о. = 0,5ли.
■Упругие характеристики каждого слоя приведены в нижесле­

дующей таблице:

<1 в" Gm w
я Ո1

Л.

1II III слон . 120000 Ikxxi 4X00 0,6 о,оз
II слой .... 6000 120000 4S00 0.03 0.6

На основании ирин< д.-иных 
стей получим-

данных. из (3.4) и (3.5) для жестко-

си — 25000 л.՛г см, 
Си e 1-W0 кг см. 
Dn » 260 лг < м.

=■ 1 1 К2СМ,

с„ = 13400 кг см, 
с|3 = 1100 кг см, 
D„ = 23 ки'см.
D։> = 8 кг/см.

Фиг. 3.

Для подсчета напряжений в каждом слое оболочки необходи- 
ны значения BJJJ и gjjj; их определяем с помощью формул 6.1) и 
(218). Результаты подсчетов пометены в нижеприведенных таб­
лицах:

»г. ("Н в“ сэ
 

? 9

1 и II cwm 120000 еИНХ) 3600 4800
III слой ГЮ0О 120000 эчю 1-400

ЙГИ HI in
^*«1

1 u II слон 12000И «ЮОС* 3600 4800
III слой 10’000 18700 3600 4802
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Пусть внешняя нагрузка распределена по поверхности оболоч­
ки согласно закону:

. тис .
Ч = q(1 sin sin £

В этом случае расчетные формулы получим, если Q заменим 
. кх . kv . .

через q0 sin տա dxdy и полученные выражения проинтегри­

руем по всей поверхности оболочки.

После соответствующих преобразований для расчетных вели­
чин получим:

а* ձս.ւ
w=4» -Հ.Տ

. ~а 
տա а

■ «3 sin b
Չ

. I 111
а 3; t !•>,., — 8)»

֊'R

/ , in in i
1аюВп a!;B,-, X՜

\;՜՜՜՜
тп 

а. Чо

. r.a . k3 
Sin- SHI .* . 

a b

m 
=

a4 ( зХ1 mi 
a12B. 'X՜ 4-

( П1 Ո1 ■
lanBfc, Д;$Bp_l

4.

I По
а’1в™ХЧ в!"1да„ -X s 

sin — ’

in
■>з=

in
a1 X a„(.B.?;

4“-' R Др,.

ni
a? ^B,.,. ձ,.Խւ “2 

cos — a
кЗ 

cos b-.

- m I-r2B„ )

SUI — cos 
a

a

На основании приведенных данных, учитывая (4.4) и (6.4;, 
а также, что для рассматриваемого численного примера >.= 1, для
основных расчетных величин получим:

прогиб центра | а а = ^., оболочки w = 2,6 q0 ,
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Нормальные напряжения н каждом слое оболочки при

На фиг. 4 приведены эпюры вычисленных выше напряжений. 
iOiin наглядно показывают влияние слоистости и анизотропности на 
рлспр. деление напряжений по сечению оболочки.

1 слой 11 слой
■■■

Ill слой
Напряжен.

точка 1 точка 2 точка 3 точка 4 точки 5 точка о

ее

ж 
=ч 

1

520,0 q„

70,2 (Խ

ные касат 

еченни j а

641,4 q0

79,6 q։.

зльные на 

а

67.1 Цо

I248,3 q„

тряжения

°)

76,6 Чо

136 ',7 «|„

в сечет ч

762.9 q0

89.1 qy

/ 
ши | *=0,

$84,3 Цо

98,5 Чи

Напрей.
1 слой II слой 111 слой

точка 1 точка 2 точка 3 точка 0 точка 4 точка 5 точка 6

0,0

0.0

0,84 t|,,

0.12 q

0,84 <р.

0,12 <1

и,

0.

85 q„

23 q„

0,84

0,12

<Խ

Ч.

0.84 q0

0.12 q..

0,0

0,0

Фиг. 4.
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9. Выявим влияние анизотропности материала оболочки на про­
гиб центра оболочки при различных отношениях сторон.

Из предыдущей задачи для нормального перемещения имеем:

WQ = у У да1к iKX ктсу isa кпЗ 
sin а~ sin g— sin ;J sin

при сосредоточенной в точке (х, у) силе Q и

w 16Яа* W 
.----------- _

1тса . к тер 
sin տա ~а ь

при равномерно распределенной нагрузке <|.
Выделяя из решения анизотропной оболочки решение прямо­

угольной изотропной пластинки со сторонами аХЬ и с произволь­
ной жесткостью D, для прогибов окончательно получим [2.10]:

WQ = w 
jc4D “ 

i k

. l~X . K-V 171» KKp
Տ1Ո Տ1Ո ր֊ Տ1Ո Sill- ' a b a b

(i’ + Х’к’)”

4Qa3/. yy, -4>ik ak’p AnI|.
■ W*Qik

i~X IC7CV 1ТСЛ KTv'i
sin .. sin -г sin ՜ sin r~ » d И «I 0

------ik Ա- -t- л-KT а 
i к

16qa4 уу AQ;k l)(r - а:кТ AJlk 
л'-D —— ik (r1

I6qa4w • 1 • >"a • ктеЗ= ... > ' տա Sin |։- —

irea . ктеЗsin— sin֊- • 
a b ik x-

Таким образом для прогибов получаем двучленную формулу, 
где первая двойная сумма со своим коэфнциентом является проги­
бом произвольной точки (а, ,8) прямоугольной шарнирно опертой 
изотропной пластинки, а вторая сумма со своим коэфнциентом 
представляет влияние упругих свойств и кривизны на прогиб обо­
лочки. Значения первых составляющих формул Wq и Wq берем из 
известных таблиц Б. Г. Галеркнна [11].

Ограничиваясь первыми членами разложения вторых состав­
ляющих. получим:

Qaa
WQ=“D 

!a Ag ■ ֊ 0Հ1 Ш;1
՛՛■ (i 4

qa4 w = -=---q p

Sin i~x 
a

. K7CV sin --- 
D

. I7ca . 
sin-— sin a

к ՜;
b

г 16 ձՉ„ — 0(1 - ХЪэАа„
*4 ՜ ՛] /.֊)'■• ձ, ,.

. ITWt sin 
a

к-,з 
sm .՛ b



Расчет пологих цилиндрических оболочек 389

где а[\ н — числовые коэфициснты из таблиц Б. Г. Галеркина.

D —цилиндрическая жесткость изотропной пластинки.
Рассмотрим однослойную анизотропную оболочку, геометриче­

ские размеры которой суть:

2, = h = o.u. -R=o'0'

сп=0,5Е, с,2 = 10Е, сй<1 = 0,4Е, 

с1а = О,ЗЕ, D11 = 4,17E, D2- = «3,3E, 

DW = 3.33E, DI5 = 2,5E.

В каждом случае рассматриваем три отношения между а и Ь: 
а= 3֊ = 0,5. Х = 1,0, /.= 1,5.

Рассмотрим два случая комбинаций упругих постоянных:

Е, Еэ Ни 1Խ а» Е«
•ef

1 случай

II случай

Для

1 слу

С.1

Գ
// сл_

Е

0.05 Е

жесткостей 
чай

= 10Е,

= 83,3 Е ,
у чай

0,05 Е

Е

получим

c2j = 0,5

D„ = 4,17

0,6

0,03

Е, сйг. =
Е. О6С =

0.03

0,6

0,4 Е , с

3,33 Е, D

0.04 Е
0.04 Е

п = 0,ЗЕ, 

и = ‘Д5Е.

0,03 Е

0.0 ЗЕ

/ случай Х=0,5. На основании (4.4). (6-4). (7.3) и (7.5) получим:

Др., =239,4, Да„ = •

Учитывая, что I) можно подобрать произвольно, ищем его зна­
чение из условия, что вторые составляющие формул wq и wq 
должны обращаться в нуль, т. е.

Ч)н -D(l =0.

Отсюда получим: D—58,9 Е. Таким образом мы получили 
Жесткость эквивалентной изотропной пластинки, прогибы которой 
не отличаются от нормальных перемещений соответствующих точек 
рассматриваемой анизотропной оболочки.

Поступая аналогичным образом, получаем жесткости эквива­
лентных изотропных пластинок для всех трех значений X в каждом 
рассм а т ри в а ем о м с л уча е.



Пользуясь предыдущими результатами и таблицами Б. Г. Галер- 
кипа, для пригибов центров рассматриваемых анизотропных оболо­
чек, получим:

Нагрузка равномерно распределенная (qwtjr)
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Жесткости приведенных пластинок

Случаи а «0.5 >.= 1.0 л-1.5

1 ■ 58,9 Е 35,4 Е 18.1 Е

11 16.7 Е 35,1 Е 48.4 Е

wq — а([
b*q
ТГ

Случаи 1 0,5 1,0 1,5.

1

II

Сосредото генная

0.00001

0,00004

.ила Q (кг]

WQ = «Q

0,00012

0,00012

приложена в

b’Q
Е

0,00046

0,00015

центре оболочки

Случаи >. 0,5 |.о 1,5

1
II *Q

0,00007

о. 00025

0,00033

0,00033

0.00086

0,00034

Произведенные подсчеты показывают, что в анизотропных ци­
линдрических оболочках при малых а, т. е. когда а меньше едини­
цы, целесообразнее иметь большие жесткости в продольном направ­
лении оболочки, а при больших а, т. е. когда л больше единицы, 
целесообразнее большие жесткости иметь и поперечном направле­
нии оболочки.
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Ս. Ik. i։։ul'p։urAn։.d"j։uli

ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ ՇեՐՏեՐՒՑ £Ս41144ԱԾ ԳԼԱՆԱՅՒՆ ԹԱՂ-ԱՆՌՆԵՐՒ
ՃԱՇՎ-ՈհՄԸԱՄՓՈՓՈՒՄ

Աշխատության մե9 բերված են անիզոտրոպ շերտավոր գրսնային 
թսւզանթների հաշվման հ frtflt ական հ տ վ ill и ա ր ո t tlh ե րր II հաշվային րանա֊ 
ձեերրւ

Ընդունվում I;, որ յուրաքանչյուր շերտի նյութը ենթարկվում կ 
Հակի ընդհանրացած օրենքին և ամեն մի կետում ուհի ա и ա 3 ղա կան ո ւ- 
թյւս՚հ սիմետրիայի մեկ հարթություն, ււրր զուդահեո I; Я ի}ի ե մտկերե՝ 
վայթինւ

11րպես մասնավոր դեպք ու սու ifli աս ի րվւսծ են որտոտ րոսք շերտերից 
կաղմվ ած գլանային թ ագանթներրւ

(րլնեյով տեսական հեւոացոասւթյուններից բերված են ինմեներական 
երկու խնդիրների / ու ծ ո cilii ե ր ր >
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