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Затухание напряжений в железобетонных элементах 
с предварительно натянутой арматурой под влиянием 

ползучести и усадки бетона

§ I. Предварительные замечания и основные положения

Основное преимущество преднапряженных конструкции перед 
обычными железобетонными заключается в том, что, благодаря пред
варительному обжа гию бетона в растянутой зоне путем натяжеии 
арматуры, достигается возможность значительного уменьшения соб
ственного веса сооружения в целом, открываются большие перспек
тивы Для внедрения в них экономически выгодных марок бетона и 
стали, а также повышается трещиноустойчивость конструкций.

В монолитных сооружениях, в частности, мостах с большими 
и средними пролетами, преимущества предварительного напряжения 
становятся особенно очевидными.

Поэтому, в течение последних лет. изучению предварительно 
напряженных железобетонных конструкций уделялось особое внима
ние со стороны исследователей, которые провели и проводят в на
стоящее время целый ряд исследований как экспериментального, 
гак и теоретического характера.

Основные вопросы по теории расчета и конструирования пред- 
нтпряженных железобетонных элементов получили свое развитие в 
работах В. В. Михайл .ва [2. 3], Л. Л. Гвоздева (4], П. Л. Пастер
нака [5], Л. П. Коровкина [6], С. Е. Фрайфельда [1, 7], Э. Г. Рат- 
да [7,8], С. А. Дмитриева [9] и других.

Па основании этих работ IV Всесоюзная конференции по бето
ну и железобетонным конструкциям, отмечая серьезные достижения 
советской науки в этой области, одновременно нашла необходимым 
дальнейшую разработку основных вопросов как теории расчета, так 
•։ конструирования преднапряженных железобетонных элементов 
вести таким образом, чтобы обеспечить их внедрение в строитель
ство в более широких масштабах.

Некоторая необычность и специфичность предварительно напря
женных железобетонных конструкций требует более внимательного 
изучения методов расчета и основных приемов их конструирования.

Несомненно, что для более эффективного применения этих ме-
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годов в инженерной практике необходимо в первую очередь отчет
ливое представление напряженного состояния данного железобетон
ного элемента, начиная ог момента монтажного натяжения арматуры 
до полной эксплуатации сооружения в целом.

Действительно, в обычных бетонных и железобетонных соору
жениях собственные напряжения* могут возникнуть только от усад
ки бетона и температурного воздействия. Эти напряжения в течение 
времени развиваются в связи с нарастанием усадки и ползучести 
бетона, о которых достаточно подробно сказано в наших предыду
щих работах [10].

В предварительно напряженных железобетонных конструкциях, 
помимо действия усадки, возникают еще собственные напряжения 
после отпуска натянутой арматуры. С течением времени эти напря
жения будут подвергаться непрерывному изменению под влиянием 
явления ползучести и усадки бетона. Поэтому, для полного и все
стороннего изучения работы предварительно напряженных железобе
тонных конструкций необходимо знать закон изменения этих напря
жений во времени I. Это даст нам возможность достаточно обосно
ванно подойти к разрешению основного практического вопроса о 
влиянии предварительного напряжения на работу конструкций под 
нагрузкой в эксплуатационный период, а также определить величи
ну несущей способности данного сооружения.

В настоящей работе приводится решение задачи об определении 
напряженного состояния в железобетонных элементах с предвари
тельно натянутой арматурой с учетом ползучести и усадки бетона, 
при следующих предпосылках-.

1. При обычных отношениях размеров элемента, применяющих
ся на практике, напряжения в нем как от предварительного натя
жения арматуры, так и от усадки бетона, распределяются равно
мерно на больше։։ части длины элемента и только на концах его 
наблюдается чувствительная концентрация этих напряжений. Это 
обстоятельство с предельной полнотой доказано в работе Е. С. 
Фрайфельда |1].

2. Согласно вышесказанному, при исследовании преднапряжен- 
ного элемента в дальнейшем будем предполагать, что рассматривае
мые сечения его достаточно удалены от концов и, будучи плоскими 
до деформации, остаются плоскими и после лее.

Вопрос о концентрации местных напряжений у концов элемента 
здесь рассматривать не будем.

3. Определение напряжений, возникающих в железобетонном 
элементе как от предварительного натяжения арматуры, так и от 
действия внешней нагрузки и усадки, основывается на учете пол-

Собствеиными напряжениями, согласно терминологии, разработанной Ака
демией наук СССР, называются напряжения, возникающие в геле при отсутствия 
внешних силовых воздействий.
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вых деформативных свойств бетона, выражающихся в наличии как 
упругой, так и ползучей части деформации.

Рассматривая некоторые задачи по теории расчета предвари
тельно напряженных железобетонных конструкций, мы будем пред
полагать, что предварительное натяжение арматуры в них вызвано 
до твердения бетона, причем усилие, возникающее в элементе в 
момент освобождения арматуры от натяжных приспособлений, при
нимается как мгновенно приложенное воздействие.

Конечно, расчет железобетонных конструкций, предварительное 
напряжение в которых вызвано другими способами, будет несколь
ко отличаться от излагаемого, однако, при сохранении принятых 
предпосылок, общий путь решения останется аналогичным.

§ 2. Затухание напряжений в изгибаемых железобетонных 
элементах с предварительно натянутой арматурой под 

влиянием ползучести и усадки бетона

Постановка задачи и основные уравнения. В предварительно 
напряженных изгибаемых элементах ползучесть и усадка оказывают 
существенное влияние на интенсивность предварительного напряже
ния, заставляя последнее затухать во времени. Это объясняется тем, 
что происходящие в течение времени явления ползучести и усадки 
в бетоне, вызывают деформации укорочения, вследствие чего перво
начальное значение предварительного напряжения падает, а вместе 
с тем уменьшается и его эффективность.

Таким образом, первоначальное, так называемое монтажное 
предварительное напряжение в железобетонных элементах под влия
нием ползучести и усадки бетона затухает во времени еще до за- 
гружения конструкции внешними силами. Поэтому, при расчете и 
проектировании преднапряженных конструкций, следует учитывать 
только остаток предварительного напряжения как в арматуре, так 
и в бетоне перед вводом его в эксплуатацию.

В дальнейшем этот остаток напряжения будем называть проект
ным предварительным напряжением, а напряжение, возникшее в рас
сматриваемом элементе непосредственно после освобождения арма
туры от натяжных приспособлений,- монтажным.

Очевидно, что величина проектного напряжения является функ
цией как возраста бетона т։, при котором была освобождена от на
тяжных приспособлений арматура, так и времени է. При этом разу
меется, что значение проектного напряжения в данном железобе
тонном элементе в момент времени t=t։ будет равняться монтаж
ному напряжению для этого же элемента.

Рассмотрим изгибаемый железобетонный элемент, поперечные 
сечения которого симметричны относительно оси действия внешних 
сил. основные размеры которого показаны на фиг. 1. Пренебрегая 
работой защитного слоя бетона, предполагаем, что арматура распо
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ложена только в растянутой зоне на расстоянии հ, от центра тяже
сти бетонной части поперечного сечения.

Допустим далее, что до затвердения бетона в арматуре задан
ного железобетонного элемента была вызвана начальная относитель
ная деформация А, т. е. было создано предварительное напряжение 
в ней, равное ДЕа .

После натяжения арматуры производится бетонировка элемента. 
Созданное предварительное натяжение арматуры сохраняется до 
приобретения бетоной достаточной прочности, после чего произво
дится отпуск натяжных приспособлений, г. е. устраняется внешняя 
монтажная сила, равная Хап —АЕзЕа, а вызванные ею усилия пере
даются на железобетонный элемент.

Положим, что отпуск арматуры от натяжных приспособлений 
был произведен в возрасте бетона т = т։, причем в этом случае 
время отсчитывается, как и прежде, от начального момента уклад
ки бетона.

Тогда отпуск арматуры можно^рассматривать как воздействие 
на поперечное сечение железобетонного элемента некоторой сжима
ющей силы Nan AEaJ-’a, приложенной на расстоянии h։ от центра 
тяжести бетонного сечения в возрасте т—т,.

Предварительно введем следующие обозначения: 
* 4։

аап.$0)и °«n.s (է)—соответственно напряжения в арматуре и бе
тоне изгибаемого элемента в момент времени I от предварительного 
натяжения арматуры, вызванного в возрасте бетона т = с учетом 
ползучести, усадки и изменения модуля упругости бетона:

°Հ»(է) и (I)—напряжения в арматуре и бетоне изгибаемого 
элемента в момент времени է от предварительного натяжения, выз
ванного в возрасте бетона է =т։ с учетом только ползучести и усад
ки бетона:

Հ (է) и аб (է) —напряжения в арматуре и бетоне изгибаемого эле
мента от предварительного натяжения, вызванного в возрасте бето
на t = T։ с учетом только ползучести бетона;

аа (г։) и (-։)—соответственно значения монтажных напряже
ний в арматуре и бетоне в момент отпуска натяжных приспособле
ний t=T,;
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Fn —площадь поперечного сечения арматуры;
Еа —модуль упругости арматуры.
При отсутствии внешней нагрузки, уравнения статики в этом 

случае выражают, что сила Nj0|,(t), растягивающая арматуру, равна 
силе Ntf0։»(t\ сжимающей бетон для любого момента времени и что 
момент Мб1М (։), изгибающий бетон, равен моменту усилия в арма
туре относительно оси, проходящей через центр тяжести бетонного 
сечения, т.՛ е.

Nan։» (է) 4- Nen։« (է) — О, 

М;В|в + (t) = 0.
или, замечая, что

Nan,s I է) — Գա,» (t)՜ I՜.՝ И Man,» (t)’-= CT։niJ (t)-Fj 11 J, 

получим:

(t)=- ՒԱ(է) - o£n։»(l)-Fa,
(2-2) 

М$п։» (է) — - Man,s (է) ՜ - — Գ,ո։։ (է) Fa • Ид ,

где հ։-расстояние центра тяжести арматуры до осн OY.
Нормальные напряжения в бетоне от усилия Njn,s (է) и изгиба

ющего момента МвВ։» (է), при условии сохранения плоских сечений, 
выразятся следующей формулой:

(։>=֊• -N(t) + — 7ft)'z , (2.3)
•"б

где Fo и 1((—соответственно площадь и момент инерции бетонного 
сечения относительно осн OY, z координата точки.

Подставляя значения и М’и,,(() из (2.2) в (2.3), по
лучим:

’Հ. (t) = ֊ (|*+ Fj,‘1|Z ) Հ..,. (է) . (2.4)

С другой стороны, между полной продольной деформацией бе
тона տԼ, (t) и напряжением а*Яр (է) существует зависимость:

t
4,,.(։) “ “ВД1’՜ ՜ տ"(է) ՜ J ’*■֊' (T)4՜ I w +c<։-՜)] d'

Подставляя из (2.4) значения a’jU,s (t) в (2.5), находим:

£ճո,ծ (է)
t№„.(t)+

-ВД֊----------- S-« +
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н /1 №... w + °;°-(?оРа1м- ] ֊ +c(t,՜) । մր. (2.6)
-I

Условие совместности деформаций арматуры и соприкасающе
гося с ней слоя бетона в данном случае выразится так:

40,։ (t)r«b, 4- А “ 8J01* (է). (2.7)

Пользуясь этим соотношением и замечая, что

Հո,>(1) = ֊^1, (2.8)

выражение (2.6), после некоторых преобразований, приведем к виду:

Պո։տ(է) 1֊ rn(t)
*0 !

= ДЕа — Sn (t)Ea 4-

։

+ ('‘“иг)Е>J а™'։(՜} /г .՜€^՜+Շ(է,՜)
•։

dr. (2.9)

Но

, F, Հ . F«uli’ I /лип
И 4֊ -r-L = И 4-------г— = И-7֊ = РПо (2-։°)

‘О *0 о

так как
1 = 10-7- F6 Հ,

где I—момент инерции бетонной части поперечного сечения рассма
триваемого элемента относительно оси, проходящей через центр 
тяжести арматуры параллельно оси OY;
р—процент армирования;

Iп0—отношение моментов инерции -т- .*0

Пользуясь зависимостью (2.10) и преобразуя соотношение (2.9), 
приведем его окончательно к виду:

։
• /М EaSu(t) . ,, Г . ... д Г 1

“ i+iin։m(t) ՜ ւ+ւ*ո։ա(։) + •*"«ь> J "•"՛■ (է)՜571Твд +

4֊ C(t.r)
dt 

l4-pnom(t)
(2.11)

В первой части выражения (2.11) сумма первых двух слагаемых
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представляет упруго-мгновенное выражение в арматуре данного эле
мента от совместного воздействия предварительного напряжении и 
усадки без учета ползучести бетона. Обозначим его следующим 
образом:

• /Ж , էև Տ„ (է)
Գ։ո'։ (t)= J... ;лПотц) |-f-pnl(m(t) ՜ (2.12)

Следовательно, определение величины проектных предваритель
ных напряжений Հո, (I) и Հո, (է) в изгибаемых железобетонных эле
ментах с учетом ползучее hi и усадки бетона сводится к решению 
интегральных уравнений:

I

Հո,»(է) = ծ.։„։; (է) -Ւ ЛО а՜,,,, (-) K(t,T)dr,

t (2.13)
Հո,»(է) — ՀՈյ, (է) + Հ ( ՀՈ։ն (T)K(I,T)dr,

с ядром
К^-Н^-£[е'г) +C(t4 (2*

свободными членами
* m- ձհ՚ 

аП|Л l-j pn„ni(t) ՜ 1 +pnom(t)’

_ -J ՛ §n (0
1 + pnXt) 1 I ֊jinom(t) ’ 

и параметром

где - ո„֊ X ~1+-^.
•о ’О

;2.15)

(.2.16)

Для нахождения 
C(t.f) использованной

решений этих уравнений воспользуемся для 
ранее зависимостью общего вида:

С(М)-9(т)|1-е 7(1 т)]. (2.17)

Подставляя это значение С(1,т) в первое из уравнений (2.13) и 
дифференцируя обе части полученного равенства по է, находим:

[1 -4֊ |ւո0ա(է)]ՀՊ8(է)+ 1*ոօա'(է)ՀՈ։Տ(է) = —Eu Sn(t) + 

+ pfleEa - Y<p(t) ՀՈ։. (t) + 

t
4-ЖШ) ( 1тЧ»)4 ր^|6՜1<|՜՚։) 0;n,^(t)dT. (2.18)
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Определяя значение последнего интеграла из соотношения (2.18)
и подставляя его выражение в исходное уравнение (2-11), получим:

(1 + |աօա(է)խ'ո. (է) 4֊ Y{ 1 4֊ linom(t)4֊|in(tEJ ?(է)]Հո.։ (է)

ТЕ> д -уЕа Srt (է) Ел Տո(է) -Է rpn.(ta

Հո,» (2.19)

Повторно дифференцируя полученное уравнение по 
телыю имеем:

է. оконча-

ԳՊՀէ) ! Y ; |iH0
mz(t) 4-уЕ> <»(է) 

1 -+- pn„։n(t)

1 4- gnon
Аналогично

?6n,s (0 4- Y + pn0
in'(t)4-rEa <p(t) I

1 4- pnom(t) J

Հո,.(է) =

(2.20J

• m-un F sn(t)4-rSn<t) ^nHt)-|!n0La H.WIllU

4* ?'(-/

Таким образом, закон изменения во времени проектных пред
варительных напряжений ՀՊ.(է) и Հո> (է) в изгибаемых железобе
тонных элементах определяется дифференциальными уравнениями 
второго порядка с переменными коэфициентами (2.20).

Затухание предварительных напряжении в изгибаемых желе
зобетонных элементах под влиянием только ползучести бетона. 
Положим, что модуль упругости бетона в данном железобетонном 
элементе постоянен и равен Ео, а мера ползучести его определяется 
зависимостью

С(1.т)=(-'։ 4-С0) 1-е 10 Х) (2.21)

Исследуем, как при этих условиях будут изменяться во време
ни проектные значения предварительных напряжений «а (է) и (է) 
в рассматриваемом железобетонном элементе пол действием ползу
чести бетона. Влияние усадки пока не учитываем.

В этом случае дифференциальные уравнения (2.20) для опреде
ления Հ(է) и at. (է) примут следующий вид:

Հ՛ ւէ) + րՀ В) |_j_ E4։pnIt<p(t) 
14֊pnom(t).

(2.22)

Հ (t) 4- '(Հ (t) 1 4 pn0E., ?(l)
1 4-pn0n։(t).
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Начальные условия для a.’(է) и <Հ (է), согласно (2.11) и (2.19), 
будут:

Հ (и) = Ъ (г,) « АЕа_
I рп„т

* /- \ _ \ рп0֊^Г>('!) I 1-ртП,

МчН
|1ПоЕягф(т։)
—;—:--------------Գ>1 + ИПоШ

Հ(^) |хп0Еа-;ср(ч) 
1 4՜ <1П|)П1

(2 23)
(7։).

Пользуясь начальными условиями (2.23), решение дифферент! 
альных уравнении (2.22) можно записать в форме:

Հ(է) .о,(Т|)||_^^.)еГ| ք с ֊г- l^brj U, 

I 14- рпотп J -I I
(2.24)

= т- U.
I 1 4֊ pnom J I

•I

Подставляя в выражение (2.24) значение <?(т) из (2.21) и поль
зуясь при интегрировании обозначением для функции влияния Ф(€,р), 
окончательно получим следующие формулы:

Հ(է) = Գ> (и) [1 ֊
1 Ц-рпоп։ Ф(п,р)-Ф(гх։,р)

Հ(է) = ^(ր։) 1 -
1 4֊ pnom

Փ(րէյյ) -

Ф(ГХрр)

где г = у । ... йпде, е0 у
1 4- pnom I '

ГЦПрЕа А) 
1 4֊ ипот

(2.25)

Ф&Р) = I d*. 

о

т модульное отношение, равное Ев

р—процент армирования,
Мч) и 76 (т։)—величины монтажного преднапряжения в арматуре 
и бетоне в момент освобождения натяжных приспособлений t— т։.

Выражения (2.25) можно представить в форме:

Հ(է) = Վ,(<)1և(Լ?|. |Վ

Mt)=a6(r։)Hj(t,Tbp), (2.26)
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При ЭТОМ

Փ(րէ,թ) Ф(гт։, р) (2.27)

Таким образом, величины Н« (t,t։.|i) и Нб(։,г։,р) в соотноше
ниях (2.27) представляют коэфициенты затухания предварительных 
напряжений са*(I) и Հ (է) в изгибаемых железобетонных элементах, 
причем ими определяется закон изменения величины этих напряже
на й во времени и в зависимости от возраста бетона (т. е. до мо
мента времени t =—։, при котором были освобождены натяжные 
приспособления), интенсивности меры ползучести С(1,т։), геометриче
ской формы поперечного сечения и процента армирования ц.

Для иллюстрации величины потери предварительного напряже
ния в изгибаемых железобетонных элементах от воздействия ползу
чести бетона вычислим значения коэфициентов затухания предна
пряжений 11.’(t.Tpji) и 11бН.Т|.р) железобетонной балки прямоуголь
ного поперечного сечения высотой h и шириной b для различных 
моментов времени է, процента армирования յւ и времени отпуска на
тяжных приспособлений т։.

При этом характеристики для меры ползучести бетона в (2.21) 
принимаем: Ai=4,82.10 Со=О,91О՜4, 7= 0,026.

Полученные данные сведены в таблицу I.
/аб.шца /

Значения коэфициентов затухания ՒԼ.'(1, р.) и 11а Д, т։. р.) и изгибаемых
предварительно напряженных железобетонных элементах с прямоугольным 

поперечным сечением

11*(է.7„թ). lljt.T,.:*)

Tl 7 дней 14 дней 24 дней
% а р миро н а и и Я р.

է 0.5 1 1,5 0,5 1 1,5 0,5 1 ■

7 ди. I 1 ։ — — — — — —

и . 0,913 0,852 0,810 I 1 1 — У—:

28 , 0,792 0,698 0,532 0,875 0,835 0,742 1 1 1

’J0 . 0,622 0,512 0,490 0,703 0,559 0,640 0,760 О,64( 0,574

б мес. 0,600 0,460 0,390 0,680 0,540 0,500 0,722 0,621 0,569

1 год 0,600 0,160 0,390 0,680 0,510 0,500 0,721 0,621 0,569
«• 0,600 0,460 0,380 0,680 0,540 0,500 0,721 0,621 0,569
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Из данных, приведены* в этой таблице, видно, что величина 
потерн предварительного напряжения в изгибаемых железобетонных 
элементах под влиянием ползучести бетона достигает от 3'1°/0 до 60% 
в завасн мости от того, в каком возрасте бетона произведено осво
бождение арматуры от натяжных приспособлении и какой процент 
армирования у данного элемента. При этом степень влияния дефор
мации ползучести на величину убывания предварительного напряже
ния в изгибаемом элементе сказывается тем сильнее, чем в более 
раннем возрасте произведен отпуск натянутой арматуры и чем выше 
у него процент армирования р

Эти результаты достаточно наглядно подтверждаются опытами 
С. А. Дмитриева |9), произведенными в лаборатории железобетон
ных конструкций ЦНИПС-а.

Затухание предварительных напряжений г, изгибаемых желе
зобетонных элементах от совместного воздействия ползучести 
и усадки бетона. В настоящем пункте этого параграфа мы займем
ся исследованием вопроса о том, как будут уменьшаться во времени 
предварительные напряжения в изгибаемых железобетонных элемен
тах при совместном воздействии явлений ползучести и усадки.

Будем полагать, что процесс нарастания явления усадки бетона 
в рассматриваемом элементе протекает согласно закону

S. (t) = s;<x, z) (e-’-'-e-։l). (2.28)

при этом считая что Sn(x,z) или постоянно и равно S<>, или являет
ся линейной функцией координаты г.

В этом случае дифференциальные уравнения (2.20) для опреде
ления Հ,(է) и a* (է) примут следующий вид:

°»W+rf։ + -i^^֊l -:.(։)=-Е, 
. -г pnom J

1 4- |»n*m 1 4- |inom

Sa (է) — ;Տ„ (է> , 
1 -j- pnom

Հ՜ (t) - ր Հ. (Ո = — Ej }1Ո*
ՏսՕ-ք-րՏո (է)

I ֊ր pnorn

(2.29)
LjMbg- <?(!) 1 
՚ 1 4՜ pnom ]

Начальные условия для ՜«(») и (է), согласно зависимостям 
(2.11) и (2.18), будут:

Հ.(ն) 1 1՜ն SBh,)___ pn^rEu^T։)
1 4- |Miem I 4- pn9m

рпйДЕ, 
1 4- pncm

pn»E, Sa (T|)
I 4- pnom

(2.30)

Հ>(է,)=» Pn«E. Sb(t,)
I 4-

!>п»Г&
1 • pn0։n
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Но, замечая, что в силу (2.28) 
Sa (т,)=0.

S.(t»)= S.se ֊*«
получим:

Е. Տ» $е

ЛЕ. 
1 4- рп4п> 

ynjiE. ?(?t)
1 4- |*nem

pneEj Д 
! • |1ПвП1

(2.31)

Հ.(ր։) pn0E. Sftse ՜՜'Հ|
I 4- pn.m I 4- Hnem

»a (X.).

I -֊ pnftm Ъ (-1).

Пользуясь этими начальными условиями для a..(t) и аб» (է) и 

замечая, что ?(•:) = Հ1 4-Cft> решения уравнений (2.29) запишем в

следующей форме:

Հ»(է) ֊- а. (т..) - er’ I е :ք՜" Ռ ндд։ J I 7 ' C)ldz| ! Հ»(*է) — 

: Հ« ՚ ' 
->

•I

& (է) = Об Си) 4֊ er‘ J е I J ( z +C°) dzJ j Հ.(ր։) 4- 

rl

^7- f S։(rs - S’>e֊« ֊.-֊֊ J +C“)d1' dzU,
* 1 J*”o Հյ ՛

4

или. вынося постоянные величины аа знак интеграла и, для кратко
сти письма, обозначив подобно предыдущему:

р „РД»ГЕ»А| г = [ j յ*Ոշք-Գ1 , 
I 4- pmne ’ ‘ j ~ 1 4- |швш

для а.»(է) и O6.(t) получим следующие выражения:

I
Հ. (է) - о. (г,) 4- а/. (т^Ге'’» J С— dr -

т»



Затухание напряжений в Железобетонных элементах

1 т
S0(r֊s)sE. (՚Ճ2.Ճ- fe^Vdz.

1 -j- |ХПО1П J cP J
4 Հ1

t

Հ (է) = Ծ6 (t։) -l- <^(t։)tper,‘ f ‘ xP - dt 4-

Tl

(2.32)

+ J)SE:. fXJIdr /։e(M)zzPdZ.
1 + |лпот J tp J 

՜յ "1
В целях получения приемлемых для практического применения 

расчетных формул оценим выражения (2.32) для <Հ..(1) и oJA(t) свер
ху и снизу следующим образом.

Предварительно проинтегрировав по частям двойной интеграл 
в первой части выражения (2.32) и замечая, что

L ։ ։ ։

I ~г'л ( (г—S)z ₽. If —ST Р I 0 " f (г—S)t p J
J c d~J e z dz=~l e 1 —ր՜ Iе x.dt, (2.33)

I МО-М^+т’е'ма'ит,) (Y+nn^nj* { ] е S'd՜

t ։ '
—t~pe՜rl j*e^r"si՜ dr — p | e ~ր՜ր՜ք| P>dr | e(r s|zz₽ dz (2 35)

Պ T, ։ -J
Оценим полученное выражение для o.,s(t) сверху и снизу, обо

значив через aa',(t) значение с избытком, а черезԾՔ„(է) — с недостатком.

Հ Al ՜ւ ч

получим:
Հ(է)= + t փ ^dT_

է I Հ
-t-"erlJ'e" s|'r’drjp

*1 *։ -J

Ж'

— P I \i+FdTJ t՝(T-s)z z₽ dz I. (2.34)

Հ1 Ti -

Интегрируя по частям предпоследний интеграл этого выраже
ния. после некоторых преобразований приведем его к виду:
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Пользуясь очевидными неравенствами

е(г -s,zZp dZ-C

(2.36)

которые имеют место при любых значениях I, лежащих в интервале 
TjCt Coo, при условии Հ-տ>9 будем иметь:

t
օՀ/է) = գ, (-,) -J Հ ег՜' <ь(г։) р — dr -

•1

или

S0(Y
■ (1 4

' ~$^Ед I f

e(r-s)zm I (2.37)

<s«(t)= аа (rj -г чрег:։ з
e f՜ _ S0(r-s)sEj I e x-»

-P v (14֊piioni)r I
— e~st 
s

e- s։ — 0՜ r։ • <r—8)x« 
r — s

s՝֊e՜'՜ (ր՜տԻ՚|ր (, + р}с։т] . (2.38)

”1
Интегрируя последний интеграл в выражении (2.38) по частям, 

получим:

а..,+ >Sr ie՜

е
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Пользуясь обозначением для функции влияния Ф (;,р). можно 
выражение (2.39) записать в форме:

Ou.it) = аи <-։Н е'՜’"/ г₽ 'Հ1 (Փ(րէ,բ)-Ф(гт։,р))

_$л(г_ _տ!Ջւ I е '՜}՜e st
(l-b|inom)r ( s

_p
• ~ 1ф<§1,р)“Ф(5Т։.р)] 

I Ծ

- |Ууе<г ՝։>Чф(<։.р) ՜ ф(г-..р)1! • <2-40>
Подставляя значение о,’. (т։) из (2.30) в (2.40). после некоторых 

преобразований окончательно получим следующую формулу:

Ծ»»(է) = с3 (-J [ 1 <•' гр 1
Ուո<ւ(՜1' -T-CfljE., 

I ֊֊ рпош

+ 14>.^||^р)-*(п,.р| -

֊ l1,' "K'-e 51 ՜*՜ ՜ր՜7-(փ1րէ՚|)1 ф1гт"Р։) j ■ <2-41)
I —* I l О

откуда непосредственно имеем:

. . г ТРПо(4' + С0\Ез

Գ. (ч) | 1 :

՜1՜ ------ 1 Փ<տԼբ^ ՜ ф(гт**^
(Г — Sja I

Փ(Տէ,բ) Փ(տ՜3.բ) (2.42)

Пользуясь неравенствами (2.36), аналогичным путем из соотно
шения (2.35) находим:

Հ:(է) = Օս (т։)
ГРПП j 4֊ Со (Ед 

I + iwii
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S§se ձ՜։ 

д Ф(г1,р) -Ф(гТ1,р) -՜տ'

4-se г1 (r s)՝J-ps|Ej (—st) — Е, (—s-j)] н-pse(l s)‘J[E։ ( rt) -

-Б(-гт,и|г (2.43)

откуда
н;=?՝> = ՛ e'V րԴ՜1 ■՚|ՀՈօ К ■ c‘k+

’’W ----Г7и..тн Д

Ф(г-рр) (г ֊ s)S0
(г տ)րձ

|(r s)t-”'_re-sl+se-"+(r-sl’‘-

ps[E. (֊st) -Ei (-st,)) + pse(r-s>T’ [E, ( rt)-Ei (֊rr,)] ] . (Ջ.44)

Замечая, что Հէ(է)= ^noaa\(t), дли напряжения в бетоне ծ^(է) 
получим следующие формулы:

««-М (т^г^+с.)-

՜Տ"7Ճ|[։"|՚|>| *-■'"11 п’тдаг!" * ՛՛՛-

re"st 4- se-rl (ր՜տԻ։ ps(E։ [ st] E) J- st,]) -{

+ pseir $>T’(Ei I rt]—Ei I rr,]) j, 

откуда
н;^)=։-е^г1 ?®^(ձւ+Գ)֊

(2.45)

|ф(г|’р)_ф(гт"р)1 (Y-s)S,-, 
Д(г s)rpn0

((r_s)e-^-

—е՝”'г+ se~r‘՜Ար՜ psJEi ( —st) —Ei ( st.))4-

-r pse(t֊s,T'[Ei ( ri) E,( гт,)1[.

Аналогично

(2.45)

Հ»(է) = «Л (Т։) | 1 е г’'г,('г;'

So(r y)sc. s՜-- 
A(r-s)pn0 ‘I’(rl,p) — Ф(гт,.р) So(Y-s)

Дгрп0
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—si t։’sp ” / V I_е փ[տ1,թ]_փին։Րյ ,

откуда:
(2.46)

Su(r — s)se ՜՜ՏՀ> 
ձ(ր-Տ)14Ո0 Ф(Н,р) - Ф(гт։,р) 4 ֊ տ) I - տն

Arpn0 I
TPSP՜’

r — s ‘l>(st,p) - Փ(տէ։,թ) (2.46')

Напомним, что здесь Գ, (т։) и (т։) — соответственно предвари
тельные? напряжения в арматуре и бетоне изгибаемого элемента в 
момент освобождения натяжных приспособлений i=rt. a Е« (х) ин
тегральная показательная функция, равная

—х

Ei W = ,

значения которой приводятся в таблицах Янке и Эм де.
Таким образом, формулами (2.42), (2.44), (2.45'7 и (2-46’) пол

ностью определяются значения коэфициен/пов I16։(t,r1։|i) и Н^(1,Т։.|А), 
характеризующих закон затухания во времени предварительных 
напряжений в изгибаемых железобетонных элементах под влия
нием ползучести и усадки бетона.

Чтобы проиллюстрировать эффективность полученных оценок 
(2.42), (2.44), (2.45') и (2.46') при определении верхней и нижней гра
ней коэффициентов затухания ՒԱ(է,ր։) или H(u(t,ti), а также выяс
нить, насколько уменьшается предварительное напряжение в изги
баемых железобетонных элементах от совместного влияния ползу
чести и усадки бетона, рассмотрим в качестве примера железобе
тонную балку прямоугольного поперечного сечения при следующих 
исходных данных:

геометрическая характеристика поперечного сечения п0 = 4, 
процент армирования ц= 1 %»
освобождение арматуры от натяжных приспособлений произве

дено в возрасте бетона т։ = 14 дням,
относительное предварительное натяжение арматуры А в мо

мент освобождения арматуры равняется ձ=18֊10՜4,
мера ползучести и усадки бетона принимается та же, что и вы

ше, а именно:
C(t,r)= ^~՜՜+0,9^ I - e֊0*026(t-7) 10_s,

Տո (է) = 2-JO-4 I e“°’°°85k։_e~0.00S5t

Известия IV, № 5—2
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Пользуясь формулами (2.43), (2.44) и (2.41), а также исходными 
данными задачи, вычислим значения коэфициентов затухания пред
варительного напряжения в данной балке сверху и снизу, т. е. опре

делим величины Hn5(t, 14) и Ha„(t, 14) для различных моментов 
времени I.

Полученные данные сведены в таблицу 2.
Таблица 2 

Значения коэфициепта затухании предварительного напряжения
Н1Г։0) в железобетонной балке с учетом ползучести и усадки 

бетона при ։* Ի՚/„. щ = 4 и -։ = 14 дням. ձ= 18-10—*
1 В ДНЯХ 

ՈԼ(է, ՛■՛ 28 45 90 360 ОО

54) - 0,789 0,736 0,532 0,485 0.482

н;ко. 14) 1 0,788 0,733 0AS3J 0,484 0,482

Из приведенных в этой таблице результатов можно сделать 
следующие выводы.

1. Полученные для 1Ա(է, Հ։) и Нб,(1, т։) в форме зависимостей 
(2.42), (2.44), (2.45’) и (2.46') оценки достаточно эффективны, так как 
погрешность при этом не более 0,2 %.

2. Из сравнения приведенных в таблицах 1 и 2 данных видно, 
что на интенсивность затухания предварительного напряжения в же
лезобетонных балках большее влияние оказывает деформация ползу
чести бетона, чем усадка. 11ри этом степень влияния ползучести бетона, 
по сравнению с усадкой, по мере увеличения возраста бетона г։, воз
растает.

Последнее обстоятельство объясняется тем, что при освобожде
нии арматуры от натяжных приспособлении в позднем возрасте бето
на, в работе преднапряженной конструкции выключается первона
чальный наиболее интенсивный период нарастания усадки и ползу
чести бетона. Но, как известно, процесс нарастания последней, по 
мере увеличения т։, более чувствителен, чем усадки.

Вот почему в рассмотренном выше примере при т։ = 14 дням, 
максимальное уменьшение предварительного напряжения в железобе
тонной балке только от ползучести бетона составляет 46%,*֊а от 
совместного действия ползучести и усадки бетона— 52%, т. е. усад
ка увеличивает затухание предварительного напряжения в данном 
случае, при т։ =- 14 дням, лишь на 6%.

Напряжения и деформации в изгибаемых железобетонных 
элементах с предварительно натянутой арматурой в период дей
ствия внешней нагрузки с учетом ползучести и усадки бетона. 
Картина напряженного состояния в изгибаемых железобетонных 
элементах с предварительно натянутой арматурой в период действия 
внешней нагрузки значительно усложняется в силу новых условий 
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деформаций, вследствие чего закон изменения нормальных напряжений 
становится иным.

Изгибающий момент, вызываемый внешней нагрузкой, начинает 
действовать на поперечное сечение данного элемента, когда в бето
не и арматуре уже имеется предварительное напряжение с соответст
вующими изменениями, которые получаются благодаря влиянию пол
зучести и усадки бетона. Поэтому, в этом случае, будут два этапа 
расчета: первый, охватывающий время с момента освобождения арма
туры от натяжных приспособлений է = 7, ю загружения конструкций, 
т.е. до ее распалубки, а второй этап — с момента загружения и 
дальше. .,

Исследование напряженного состояния в предварительно напря
женных изгибаемых железобетонных элементах в первом этапе их 
работы было проведено в предыдущих параграфах.

Ниже мы переходим к изучению напряженного состояния в 
преднапряженных элементах во втором этапе их работы.

Положим, чго в момент времени է = т. к предварительно на
пряженной железобетонной конструкции была приложена некоторая 
система внешних сил Р<(к?= 1,2,3,....п). Предварительные напряже
ния в арматуре и бетоне в некотором элементе данной конструкции 
с учетом ползучести и усадки бетона обозначим соответственно 
через а4, (է) и ծԼ (1), напряжения же от совместного действия внеш
ней нагрузки Рх (к= 1,2,3..... о) и предварительного натяжения армату
ры с учетом ползучести и усадки будем обозначать через Հ. ркя(1) 

11
Разумеется, что значения яоа(() и օ&Հէ) полностью определя

ются формулами (2.41), (2.43), (’2.45) и (2.46) для всех значений է, 
лежащих в интервале т։ < է < т2.

При этих условиях полная продольная деформация бетона 
Чрк (է) для любого момента времени է > выразится зависи
мостью

է՜ Հ?«-(է)= —^-(t) -SHO- խ(0£C(t,r)dr֊

Լ ֊j ^.P,s«֊^^dt , (2.47)

'1

где ծ՛,(t)-предварительное напряжение в бетоне изгибаемого эле
мента с учетом ползучести и усадки бетона, определимое форму
лами (2.45) и (2.46).



350 Н. X. Арутюнян
•г===^=^==---------- -  ----------- : ■ " '  r-.=»z-=-= : ■ . ՛ - ՛ ■ - —

Условие равновесия в этом случае выразится следующим об
разом:

а) усилие Ni Рк> (I). растягивающее арматуру, должно равнять- i 

ся в любой момент времени От. силе N’i PfcS (է), сжимающей бетон;
б) сумма моментов этих усилий относительно центра тяжести I 

бетонного сечения должна равняться изгибаемом}՜ моменту внешних 
сил Мх.

Таким образом, имеем:
(0 + Ni?K.(o = o,

Ma, Рк. (D 4֊ Mi (է) = ձև , (2.48) ]
или, замечая, что

Ni Рк. (է) = Հ Plt , (t) F.,

m;PkS (t) = oi?K»(t)Fah։ . (2.49)
Получим:

Ne, P„ S (t) = - Na. » (I) = — cr0. pK s (է) ՒՀ ,

Mi pK. (t) = Mx - Mi Pk 8 (t) = Mx - Հ ₽„ s (t) Fa hP (2.50)

где Fa —площадь поперечного сечения арматуры,
11,—расстояние центра тяжести бетонной части поперечного се

чения данного элемента до арматуры.
Нормальные напряжения в бетоне от совместного действия осе

вой силы NipKa(t) и изгибающего момента Mf,. выражаются
следующей формулой:

(2.511
* 6 *0

где z—координата точки,
Լ-момент инерции бетонной части поперечного сечения эле

мента относительно оси, проходящей через центр тяжести (фиг. 1).
Подставляя значения NJ. рк (է) и Mi рм • (է) из (2.50) в (2.51), 

получим:

Հ. .. , (t) = - Л" °-՛ .р« ‘(է) + 1м> ՜ F- h'0»- Р.• W17 (2.52)
1'6 lo

С другой стороны, из условия совместности деформаций арма
туры и соприкасающегося слоя бетона, имеем:

£0. ?gs (t)/x = £я. рж տ (է) , (2.53)

где А—начальная относительная деформация арматуры в момент ос
вобождения ее от натяжных приспособлений t=r1։
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կ. ck (է)—относительная деформация арматуры в момент времени
I > т. от совместного действия предварительного натяжения и внеш
не՛! нагрузки с учетом ползучести и усадки бетона.

Замечая, что Հ։ձ<։(է) = ■> (2.54)

приведем условие (2 53) к виду

• Պ. р » (է)
$б, Рк ։ (O/x~Ji։ 4՜ =---  J ------ (2.55)

‘-д Ч

Подставляя значение £б (է) из соотношения (2.47) в (2.55) и 

одновременно замечая, что <Հ (է) выражается через Հ ։ (է) по

средством зависимости (2.52), находим:

[. ձ + -S.O-
֊МИ>- е.«>

4 -է
где р — процент армирования,

Ей — модуль упругости бетона,
Еа модуль упругости арматуры,

I — момент инерции бетонной части поперечного сечения рас
сматриваемого элемента относительно оси, проходящей 
через центр тяжести арматуры и параллельной оси OY 
(фиг. I). При этом

1 = I0 + Fo h“

По — отношение моментов инерции -֊- •
*0

Произведя интегрирование в (2.56), после некоторых преобра
зований, для определения Հ 0 (t) получим следующее уравнение:

յ = Еа [А — SH (t)| . 4- EnC(t, т,;) _
J °* *Լ ' I4|imne ЬП+рНопИ

E. f’ . , . dC(i.t) , . цЕ*п0 f • .. ԺԸ(է,:.ր) .
ГмиппГ ) °"<T> - X~dt+ 1 ,unn0 J (257)

ն . -a
Замечая, что

К °«.fx.W= ՜11ՈօՀ.(շ-58)
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из зависимости (2.57J для Հ. Р1{ ДО получим аналогичное уравнение.

рЕа па Ր’. ԺՇՈ. т) |1Еа п„ (• • ,}да\.х)
1 • |ипп0 J 6֊ О' ' 1 -|inom J *>+** w <к

՜ւ ~i
Таким образом задача определения напряженного состояния в

предварительно напряженных железобетонных изгибаемых элемен
тах при одновременном действии внешней нагрузки с учетом ползу
чести и усадки бетона сводится к решению интегральных уравнений

И

։

'э

(2.60) 
t

*э.
с ядром, равным производной меры ползучести бетона, т. е.

K(t.r)=^> (2.6i)

свободными членами

г; /. յ __ 1*^ Sn (է ) 1
1 Ч- ու

М։ h, ш 
IjTTpm nJ lH-EeC(t,x)l-

ф(։) = Т7Г 1 loll • |im nJ
I* E*

I * pmn0
|A-Sn(t)) +

p Eu nft tfC(t.-c) , 
- dT

и параметром
л = l1 Ез no

1 -I- |unn(

v 1 4- pm n0 (2.63)

где Eain — модульное отношение, равное =~ 
ho



Затухание напряжений н Железобетонных элементах 353

г. (է) и a*» (է) — натяжения в рассматриваемом элементе в момент 
времени է только от предварительного натяжения с учетом Ползу
чести н усадки, значения которых определяются но формулам (2.42), 
(2.43) и (2.45).

Для определения значений нормальных напряжений в предва- 
рньмьно напряженных изгибаемых железобетонных элементах при 
одновременном действии внешней нагрузки с учетом ползучести и 
усадки бетона воспользуемся соответствующими зависимостями (2.17) 
и (2.28) для С(է. т) и Su (է) и, поступая аналогичным способом, как 
в предыдущих параграфах, приведем интегральные уравнения (2.60) 
к следующим дифференциальным уравнениям:

ՀՀ. го+ги+ч(0= ֊ '՜;;յտ:(է) + րտ,(է)|,

<Р,.(‘) + т|։-и1)?(1)| ՀՀ, (t) = A0[s„(t)+Ys„(t)]. (2.641

При этом, согласно (2.57) и (2.59), для Հ р ։ (է) и о*б (I) бу

дем иметь следующие начальные условия:

• н\_ J? Р ՜ So/hl . Ji 'П
•- М 1 ֊• |1П1 п„ i.JI [ini n |

<РК - <т=) = -

pm и , Ա11 4֊ pm н0| (2.65)

Ծ’ (т.) = - Mxb|___
л J ՜ l0|l ■ pm nJ

,!‘E։"° [Д s„(r,)H 1 pnuift 1 "

P E:i По
’ pHiii., 0Z

(-.•)= ^=)"-

Еа յւ n0 Sn (tJ _ Mx h, Ea YJL nft<? (т.,)
1 rpinnft 1JJ tun nJ

Пользуясь этими условиями, а также замечая, что согласно 
(2.17) и (2.28)

?(?)= ^4-С։,

Sn(t) = S0 |е ^-е s‘|,
(2.66)
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(2.68)

Փ(րէ,Ր))

(2.67

решение уравнений (2.64) для z , (է) можно представить в форме

։1) __ с- /- \ „| (Wfe., &» у Z A1 с \ — 
I | |։ ц-итп, L. с» I

Еа So s е
1 ртпй

I -1 Sft s(*'
1 4- p.m n6

Имея же в виду, что

аб. Рк Л (0 =

(•

И.

I е '՛ հI ֊,_,МФ(Н.Р)

х" dx.

и подставляя значения (է) из (2.67) в (2.68), хля Հ . (0 по-

ЛУЧИМ:

*s-3

Հ.?,. (';)! |Ф(г։.р1—Ф(гт,,р)|
т .1 Р

- A So s(y S)
(r—S)X Р е х dx. (2.69)

•2
Оценивая аналогичным образом, как и в предыдущих 

фах, выражения (2.67) и (2.69) сверху и снизу, получим для 

и օճ (է) следующие расчетные формулы:

Հ.օ.. (՝)

’ , (t) = Հ . a
"••'к * ՝ ' J-izK »

(■M-iJMJii JkJL_ E.S.se՜*՜’

1 4- յա։ nft

■о I

ег"'гр
_ շ_[Փ(ր։.թ)^Փ(ր-շ;թ)| -

Е.^-8) Հ |
1 4՜ По г— s ] ֊,, (<T*(st. p) - Փ(տր„ р)1 

s

ё
7

о

о

— |Փ(րէ. р) - ф(гт2, р)| j . (2.70)
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I__ £ S!* *j' j_ (л՜՜*՛'՜՜-1& Sfl տ(ր — Տ) е ՜՜ — - ---  , -----
1 -{- p.m пц r s

rf Հ .$« s(r - s) —±_ J— [ Փ(տէ, p) - <I>(st., pj] -

■։
eIM'” ' 1

---------— !4>(rt.p)-4>(rt.;p)J .

. 1 =7<i л„. „1, л._ '
* . [МП По

§ 3. Затухание предварительных напряжений в железобетонных 
трубах под влиянием ползучести и усадки бетона

Постановка задачи и основные уравнения. Обычные железо
бетонные трубы, применяемые при строительстве напорных трубо
проводов, резервуаров и т. п. без предварительного напряжения, 
имеют тот существенный недостаток, что в их стенках уже в ран
нем возрасте появляются трещины.

Эти трещины в стенках железобетонных труб возникают под 
влияние растягивающих кольцевых напряжений, вызванных дей
ствием внутреннего давления воды и объясняются низкой сопротив
ляемостью бетона растяжению.

Кроме внешних нагрузок причинами появления трещин в стен
ках железобетонных труб часто являются также усадка бетона и 
температурные воздействия.
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Поэтому, трещины в стенках железобетонных труб, работаю
щих преимущественно на растяжение, можно считать почти неизбеж
ными, если предполагать, что растягивающие напряжения должны 
восприниматься главным образом бетоном.

Для повышения водонепроницаемости железобетонных труб 
обычно применяют водонепроницаемую штукатурку, бетон высокой 
плотности и ряд других мероприятий.

Однако можно считать установленным, что никакая изоляция, 
кроме сплошной металлической рубашки, не гарантирует полной водо
непроницаемости отдельных участков в стенках этих труб до тех 
пор, пока не удастся передать наибольшую часть возникших в них 
растягивающих напряжений на арматуру с таким расчетом, чтобы 
достигнуть условий работы бетона в пределах допускаемых напря
жений и тем самым исключить появление в нем трещин.

Кроме того, конструкции железобетонных труб без применения 
предварительного напряжения оказываются также неэкономичными 
как по расходу основных материалов (сталь, бетон, дерево), так и 
по стоимости сооружений в целом.

Поэтому, зачастую, несмотря на очевидные преимущества желе
зобетона как материала для трубопроводов, резервуаров и т. п. по 
сравнению с металлом, отдают предпочтение последнему.

Радикальным средством, обеспечивающим отсуствие трещин в 
стенках железобетонных труб, с одновременным достижением зна
чительной экономичности, является предварительное напряжение.

Идея предварительного напряжения железобетонной трубы за
ключается в предварительном сжатии бетона в стенках настолько, 
чтобы при давлении воды и других факторах воздействия (усадка, 
температурные напряжения) растягивающие напряжения в бетоне не 
имели места, а уменьшалось только его предварительное сжатие.

Опыт строительства предварительно напряженных железобетон
ных груб показал полную возможность обеспечения их трещино- 
устойчивости при одновременном достижении значительной экономии 
в их стоимости.

В настоящем параграфе приводится решение задачи о затуха
нии предварительного напряжения в железобетонной трубе от воз
действия ползучести и усадки бетона. При этом предполагается, что 
труба достаточно длинна и поэтому влиянием закрепления торцов 
можно пренебречь.

Рассмотрим круглую железобетонную трубу, в которой наруж
ная поверхность бетона радиуса г=Ь соприкасается с арматурой тол
щиной о, а внутренняя поверхность имеет радус г—а. Для простоты, 
работой защитного слоя бетона будем пренебрегать.

Обозначим через Fa площадь арматуры на погонную единицу 
длины трубы. Очевидно, что Fa = 5 • 1 = о (фиг. 2) .

Положим, что арматура в железобетонной трубе предварительно 
вытянута на относительную величину ձ, которая сохраняется до ее 
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освобождения от натяжных приспособлений. Если бы арматура при 
своей деформации после освобождения не встречала сопротивления, 
то относительное уменьшение ее ради

уса было бы . При совместной рабо- 

■ ••• бетона и арматуры, между ними воз
никает сила взаимодействия q^ (է), сжи

мающая бетонный цилиндр и растяги
вающая арматуру, причем, в силу сим
метрии, касательные напряжения будут 
равняться нулю. Расчетные схемы пока
заны на фигурах 3 и 4.

Рассмотрим сначала задачу Ляме 
для бетонного слоя и арматуры в от
дельности под влиянием нагрузки զ*ձ (է).

Нормальные напряжения ..(է) и Վ(է) и радиальное переме

щение Ve(t) в бетонном слое (фиг. 2) выразятся через усилие Цд (է) 
следующими формулами:

. b ’ z. b In г/а ...
= - ГПГьГа' °-(1)=-ТйьГа' ЧдО).

(3.1)

Напряжение же % ? (է) в арматуре и радиальное перемещение 

ее Հ (է) будут:
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(3/2)

где

Еа — модуль упругости арматуры, 
о — толщина стенки, т. е. приведенная толщина арматуры, 
v։ — коэфициент Пуассона для бетона.
Переходим к определению закона затухания предварительных 

напряжений в железобетонной трубе под влиянием ползучести и из
менения модуля упругости бетона, т. е. к определению величины 
проектного предварительного напряжения в зависимости от времени է.

Радиальная деформация бетона при плоском напряженном >:о- 
стоянии железобетонной трубы выразится формулой:

t
Հ ն <4,(0 

8fiW֊֊ ад £ gL .«л) От.(3.3)

С другой стороны, условие совместности деформации в этой 
случае выразится равенством:

. ձ
Հ(Գ'ր=հ= v,(t)- , (3.4)

ИЛИ 
q\(l)b’ д J

где, для простоты, принято с = Ь.
Далее, замечая, что

Հ(է)
4(t)=-y-r (3;Й

условие совместности деформаций (3.5) приведем к виду 
q*. (t) ba л

ге«(‘>'^ь=-щр;------- аГ <3-7>

Подставляя в (3.7) значение радиальной деформации з© (О из 
(3.3) и пользуясь для Հ .(է) и Հր(է) соответствующими выражения

ми (3.1), получим:
q’JOb’ д Г | 1 bq'A(t)
Е>а 2*՜ 1п± 1 ն E<t}

I

+J Li՜7՛ ]b4i(t>^ [й) ‘c °* t> ]dT ՛ 
ч a

(3.8)
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F Fили, умножая обе части уравнения (3.8) па 'а^ - и имея в виду, что

= ։n(t), находим:

I ՜ ՜ր՜ (ioj՜’1 ) j 4ձ(։) Эт |g(z)dl ՚ 
՜ւ

где h — площадь арматуры,

(3.9)

Произведя группировку подобных членов в соотношении (3.9), 
будем иметь:

• _  _F»_ А К;|
l'՜ 2теЬа ՛ I ֊ք֊Խւ(է) ՜1՜

t 

՜։
Здесь принято обозначение

• . Fa 1—vjnp
А* b ’ 1ոձ '

Таким образом, задача определения усилия զձ(է), возникающе

го между бетонным слоем и арматурой железобетонной трубы от 
воздействия предварительного натяжения арматуры с учетом ползу
чест. сводится к решению интегрального уравнения (3.10) с ядром

В к<։^=й^4[ёЙ+сН’ ,ЗЛ1) 

свободным членом

В й ■ т+йга l3J2)
и параметром
I X, = X, 4 = ^ • • (3.13)

Для нахождения решения этого уравнения воспользуемся для 

с(1,т) зависимостью c(t, т) = <р(г) 11 -е ՜՜^։՜՜*)1.
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Подставляя значение с(1, т) в уравнение (3.10), получим;

[ 1 + Ч;(1) ֊ Х.Е. [ ; 'gt։ 4Y(r) [ I - е-1,|-')] _

(-)<։-■ (3|>

Дифференцируя обе части этого равенства по I, находим 

[1 4- ?.;Ո1(է)]էվ (է) = - y\ Ел <p(t) q; 4-

t

+rX։Ea I խ'(ր) + րփ(է)] e 7(1 ՜Հ) q;(T)dT. (3.15)

’l
По, из (3.14) имеем:

։

*|E. f [ф'(т) + тф.т)] e՜10՜՜’ q; (т) ։1т =

է

[1 I- A։m(0] q; (է) + \ЕЛ (վ(ր)(1ր. (3.16)

Подставляя значение этого интеграла в соотношение (3.15), 
после некоторых преобразований получим:

[1 +л։п։(0] ql(l)4-Y[l + Հա(է)4֊ 4ձ 0) =

-Т4^ Д Г5֊,Е։ [ I ՚ T'(t)] q’4(t)dt. (3.17)

՜:
1 loBTopno продифференцировав это уравнение, окончательно 

находим:

(1 4֊^m(t)]q;*(t)4 !Г4 Հ[ա'(է)4- Ym(i)4֊7Eacp(t)]) 4ձ’(է) = 0. (3.18)

Таким образом, закон изменения усилия цд (է) в предварительно 

напряженной железобетонной трубе определяется дифференциаль
ным уравнением (3.18).

После того как величина ցձ(է) определена из уравнения (3.18), 

проектные предварительные напряжения в железобетонной трубе1 
a6?(t), c’r(t) и Հ?(է) с учетом ползучести и переменности модуля 

упругости бетона определяются по формулам (3.1) и (3.2).
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Затухание предварительных напряжений в железобетонных 
трубах под влиянием только ползучести бетона. Положим для 
простоты, что в данной железобетонной трубе модуль упругости бе
тон.; постоянен и равен Ео, а мера ползучести его определяется за
висимостью (2.21).

Исследуем как при этих условиях будут” изменяться во време
ни проектные значения предварительных напряжений ծ’?(ւ) и (է) 

в рассматриваемом железобетонном элементе под действием ползу
чести бетона. Влияние усадки пока учитывать не будем.

В таком случае дифференциальное уравнение (3.18), для опре
деления <|д (!) примет следующий вид:

ч’ЛО + Г l + ^T^I ql(0 = O. (3.19)
I “рА|П1 I

Начальные условия для (է), согласно (3.10) и (3.15), будут:

. ,Հ FaAEa
Чд(ч)֊ 2zb*[l +X,mj’

(3.20)

Пользуясь этими условиями, решение дифференциального 
нения (3.19) можно написать в следующей форме:

урав-

4*ձ(է) = 4ձ1՜:) 1֊
Г>чЕи ф(Т|) ef ’ 

1 4- л,ш

)+СГп dz

<1т (3.21)

—т

е

Подставляя в выражение (3.21) значение <?(т)= 4՜ Со и поль-

зуясь при интегрировании обозначением для функции влияния <1>(с, р), 
окончательно получим формулу:

'0

։> г 
՜է е 
՜7^

|Փւրւ, р)-Ф(гт.,р)| .(3:22)

Здесь принято:
_ A, YA'h-a г ~ -Հ 14-

р ; 4-Х։ш ' ’ ՜1՜ 1 4- А|Ш

. __ F. 1-т 1пЗ 
1 ՜ b * In?՜

. Е" 
п1= г՜' 

1-0

(3.23)

4ձ(՜ւ) -величина усилия q'A(t) в момент освобождения арматуры от

натяжных приспособлений է = Հ.
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Подставляя значение <]д(1) из соотношения (3.22) в выражения

(3.1) и (3.2) для а*? (է) и Հ_(էյ. приведем их к следующему виду: 1

Հ?(է)= ae<T1)H;<?(t.T1 .֊I֊, А), ■

-ц-'т) ’ (3'24Ч
При этом

va F / д \ Հ1՝ ег՜*- 1 - те (тг+ с« )-^Г քՓ(րէ- I»- Փ(րէ>֊ Р>1 • Ш

Заметим, что процент армирования трубы связан с ее геометрии 
ческими размерами следующей зависимостью:

Տ о
и "Р-1' ь '

Таким образом, величины Н, / է, ) я Не Iէ, г..-?- • И.
\ b a ) \ 1} а/

определяемые соотношением (3.25), представляют коэфициенты за
тухания предварительных напряжений в железобетонной трубе, при
чем ими определяется закон изменения величин этих напряжений 
во времени в зависимости от возраста бетона (т. е. от момента вре
мени 1=тъ при котором были освобождены натяжные приспособления). , 
интенсивности меры ползучести c(t,r), геометрической формы попе
речного сечения трубы и процента армирования р.

Для иллюстрации в количественном отношении величины поте
ри предварительного напряжения в железобетонных трубах от воз
действия ползучести бетона, нами вычислены значения коэфициен- 

тов затухания преднапряжения Н* է, “p-jy- . — J и 1Հт,. 

для различных моментов времени է, процента армирования ц в вре-
5 I

мени отпуска натяжных приспособлений т։, при =0,002: мера пол

зучести бетона c(t. т) такая же, как и в предыдущих параграфах.
Значения этих коэфициентов приведены в таблице 3.
Из таблицы видно, что величина потери предварительного на

пряжения в железобетонных трубах под влиянием ползучести бе
тона оказывается меньше, чем в изгибаемых балках. Объясняется 
это тем, что железобетонная труба находится в условиях плоского 
напряженного состояния, при котором влияние деформаций ползуче
сти бетона на напряженное состояние данного элемента сказывается
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слабее,, чем при линейном напряженном состоянии. Одновременно 

здесь следует отметить, что по мере увеличения отношения $ — — > 
Л 

коэфнцнент затухания преднапряжения в трубах увеличивается. Это 
о 

показывает, что при данном отношении ползучесть оказывает бо

лее сильное влияние в тех случаях, когда труба тонкостенная. 

В среднем, придкзмеиснии >= от 1,1 до 1,5, максимальное значе

ние потери преднапряжения при т։ = 7 дням достигает от 60 
ди 30%.

Таблица 3
Значения коэфициентов затухания предварительных напряжений

u. I -i 1> \ ; г, ь\
• Б ' Т I ” ! с I *’ ՜1 ՛ Ь ՚ ՜ւ՜/ в железобетонной трубе в рэсличные мс -

о
менты t при -g- = 0,002

. / I b \ , / й b \Нб « ( է։ ՜1 ՚ Ъ՜ ’ Т ,) “ Պ ? ( '• • ՜Մ ’ Т ,)

ձ 
а 11,1 <P=2.2%) 1,2 (P = 1.2%) 1.3 ( 1 - 0.867քՀ,-,) 1.5 (я = 0.6%)

__

7 14 28 7 14 28 7 11 28 - 14 28
JI
Г1

■
7 — 1 —— — 1 — — 1 — —

14 0,8262 1 — 0,8931 1 — 0,9205 1 — % 9433 1 —
28 ГО,6154 0,7631 1 0.7515 0,8510 1 0,8112 0.8886 1 0,8615 0,9191 I
45 0,4849 0,6217 0,7637 0,6554 0,7500 0,8507 0,7317 0,8075 0,8784 0,8020 0,8601 0,9201
90 ւ 0,5144 0,584310,5667 0,6564 0,7124 0,6514 0,7284 0,7600 0,7388 0,7968 0,8345

360 0.3780 0,49640,554210,5450 0,6336 0,6782 0,6326 0,7066 0,7267 0,7170 0,7760 0,8050
М ք ք to,37800,4964 0,5542 0,5150 0,6336 0,6782 0,6326 0,7066:0,7267 ;o. 7170’(), 7760 0,8050

x l0,3780 0,4964
Il I 0,5542 0,5450 0,6336 0.6782 0,6326'0,7066|0,7267 0.7170 0,7760(0,8050

Однако при фиксированном значении отношения 3 = 8 даи՜а ,

ной железобетонной трубе по мере возрастания * , т. е. с увеличе

нием процента армирования р коэфициент затухания предваритель- 
. / § Ь \

лого напряжения Н6 ? 11, т,, ՜ի՜ • ~ I будет также убывать.

Кроме того, следует отметить, что при возрастании т։ величина 
потери будет уменьшаться и когда т։ стремится к бесконечности, 
г. с. практически при старом возрасте бетона эта потеря будет стре
миться к нулю.
Ibiecnm IV. № 5-3
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Затухание предварительных напряжений в железобетонной 
трубе от совместного влияния ползучести и усадки бетона. Пере
ходим к изучению вопроса о затухании предварительных напряже
ний в железобетонных трубах от совместного влияния ползучести и 
усадки бетона. Будем полагать, что процесс нарастания явления 
усадки бетона в них протекает согласно закону

Տ» (է) = Տ“ (г, ?) | е-5՜1—e“sl | (3.26)1

считая при этом, что S'n (г, <р) или постоянно, равное So, или являет
ся линейной функцией координаты г.

В этом случае радиальная деформация бетона в рассматривае
мой трубе выразится следующей зависимостью;

«՛>- Н- ‘-Հ1/
I

֊ ք ! Հ, (՜) ֊ V. (Т)} £ [ gL + c(t, т) ] dz. (3.27)|

՜է
С другой (фороны, условие совместности деформаций будет:

Հ,(է)/,=հ = Հ, (է) ֊ • (3.28Й

или
’ /А/ %s(t)b’ ձV61. (t)/r=b— g-֊թ- . (ЗЛ

Здесь <ւձտ(է) есть радиальное усилие, возникающее между бе

тонным слоем и арматурой от предварительного натяжения послед-; 
ней, с учетом ползучести и усадки бетона.

Замечая, что

Հ(օ = ճ֊տ(է)-

условие совместности деформаций (3.29) приведем к виду: 

г£бД0'г b
(t)b-

Еэ Fa
(3.31)

ձ
2я

причем здесь, для простоты, принято с^Ь.
Подставляя в (3.31) значение радиальной деформации из (3.27) 

и пользуясь для <Հ?,տ(է) и ^г.ДО соответствующими выражения

ми (3.1), получим;

(t)b’ _ձ -_bs (է) Ь(1֊МД?) • (t) + 
E,E. 2к ՜ ЬЬ"() E(t)ln? զձտԱ
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Г + —Тп?1 |П?) / " [eh 4 c(t Հ| j dT- (гз2)
IgSaL ч

Произведя группировку подобных членов в соотношении (3.32) 
пекле некоторых преобразований будем иметь:

• /о _ ______ Ei ՒՀ Տ, (է)
ЧЛ«'М 2яЬ’’ 1+Х։т(!) հին. X,m(t)| *

I
+ X, Е. J Чд, (г)^- | К(_( -• c(t, rij -J-՜ <333>

Ч
Здесь приняты следующие обозначения:

Я= m/tk  Е։ ~' V| /Ч 3-Й• m(t)x=|£<1> , Х։=------Б -3 (3.34)

Д -начальная относительная деформация арматуры в момент 
освобождения ее от натяжных приспособлений 1 = т։.

13 первой части уравнения (3.33) сумма первых двух слагаемых 
представляет значение упруго-мгновенного усилия, возникшего меж
ду бетонным слоем трубы и арматурой от совместного действия 
предварительного натяжения и усадки без учета ползучести бетона, 
Обозначим это усилие так:

_ _  Fа ֊ ________ Рд Տո 11) ОГ\
1 ֊ր֊Հա(է) ծ(յ֊րՀա(է))

Таким образом, задача определения величины усилия (է) 

возникающего между бетонным слоем и арматурой железобетонной 
трубы от воздействия предварительного напряжения с учетом ползу
чести и усадки бетона сводится к решению интегрального уравнения

(3.36)ч;։(։)"Чд,(‘Н^ч;,мк(<.т).к, 
|И| ”։

с ядром
Ив К<1. ■) = -j֊7;-m(|) [ вд + С(1. է) I •

свободным членом
м F. ДЕ. Е. Fa Տո (է) 

Чд- W ֊ շ.|,։ ։ + Ь(1+Л,т(1)|

II параметром
Х,=л,Е.,

, F. (I - V, Inf») .. Е, . Ьгде X,«.------. m(t)- tv.֊. . ?=•-֊-

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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Vj коэфициент Пуассона для бетона.
Для нахождения решения этих уравнений воспользуемся для 

c(t, г) зависимостью (2.17).
Подставляя значение c(t,r) из (2.17) в уравнение (3.36) и диффе

ренцируя обе части полученного равенства по է, аналогичным обра
зом, как в пункте 2°, параграфа 2, находим:

Р F[1 + i,n>(t)j qAS (է) =. - Eljp. S„ (t) - X,E. TT(t) Чд։ (t)

t

4֊ Y*։ Ea j |?'C0 -J- Y֊?(x)j e՜'0՜^ (t) (It. (3.40)

•1
Но, из исходного уравнения (3.33), имеем

Ш J+ ТЯР(т)1 е-‘° т) ЧДч (г) dr = - g^MQ -

-|1 ••-A։fn(t))q^(t)+A,E. q’ (r)dr. (3.41)

Подставляя значения этого интеграла в соотношение (3.40), 
получим:

11 + Н)1 Чд, (I)+111 + + ’.Е. «₽(1)1 qls(t) = г֊֊^՚ -

I

֊п֊ I Հ W + Л, (I) I +тЧ& [ Ш'(")
Ёд q^Mdr. (3.42)

Вторично дифференцируя это уравнение по է, находим

[1 +Հա(է)]4’ձտ (0փ )Հա'(է) +ր(1 4-Հա(է) <p(t) )} q*As (0 =
p p ,

= - -b— Is" <։)+՚տ» <4 ■ <злз)
или, после разделения обеих частей уравнения (3.43) на (I -|-Х։т(0]. 
окончательно приведем его к следующему виду:

- м 1 I , - ЖШ + г Еж ф0)| ..
ր+Կ 1 Հա(0 j Mas (0 §?.F< . ՏՀ04-YSo(0 . (3.44) 

l> 1 -I- \m(tj

Таким образом, закон изменения во времени величины усилия 
Чду П) в железобетонных трубах определяется дифференциальным 

уравнением (3.44).
Для простоты, рассмотрим тот случай, когда в данной железо

бетонной трубе модуль упругости постоянен и равен En, a c(t, т) и 
So(0 определяются зависимостями (2.17) и (3.26).
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В этом случае дифференциальное уравнение (3.44) для опре
деления цд,_ (է) примет следующий вид:

- ■ | ֊ - YiS | <տ о ֊֊ ֊ • (з.45)
Начальные условия для 4^(0, согласно (3.33) и (3.40), будут:

• F ДЕ
4ձՀ (rj= 4ձտ(',)= շ^֊ք * 1՜4-Հա ՜ _5ւ!ճ§ձՋւԼ 

հի-ք-Հա]

էՀ՜ (ր \ — Տո(՜։) Y'-J՛-յ t("i) /_ \ ГЧ 46*
%S p-“ -ni|— - լ՜Յր^՜ա՜ ,ձտ (ն)’ (M6)

или замечая, что согласно (3.26)

S„ (г,) = и

$л (՜յ) — Sn SC ՛.

Получим:

. . E.P.Sjse rXjE.^rJ
“*»՝” Ь (1 + Հւո) 1+Հւո qAs W.

Пользуясь этими условиями решение дифференциального урав
нения (3.45) можно написать в форме:

՜Հյ 
w-J. "

1 4- Հա W

X.E.

I -лрп
dz

I Е. F, S„ (-,)
I [1+Xmfb

—t

е

ПТ?» ?(У) dy 
1 I AjHI

dr. (3.47)

Подставляя в выражение (3.47) значение <р(т) — 4- Со и S0(t)

е е " | и произведя некоторые квадратуры, получим:

• E
4ձտ

F.SaS — տկ
-fa-e
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է

՚ ՀԿI, С/՜ с°) Ш Ы |է?՜' Հ \ ~~ dT ՜

где A,yAj E.։
1 l-U.m

Ea Fa Տօտ(ր — $) 
b(l 4- лхш) z₽ dz ,

r = Y

<3.48)

A] Ea Cg\
I 4- Xxm у

Для получения в замкнутом виде расчетных формул, удобных 
для практического применения, оценим выражение (3.48) сверху и 
снизу аналогичным путем, как в параграфе 2.

Для этого, предварительно проинтегрировав по частям двойной 
интеграл в правой части выражения (3.48) и пользуясь зависи
мостью (2.33), приведем это выражение к следующему виду:

. F
4is (։)= 4ձտ (T>)--j4x„n Sos F, 

~b

Интегрируя по частям предпоследний интеграл н соотношении 
(3.49), после соответствующих сокращений получим:

Еа еГГ|?₽ 
чд« <’> = (*-’ -ւրր,»-

SosFa e“ST‘ 
b
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Оценим теперь это выражение сверху и снизу в том случае, 
когда у տ>0. Обозначив значение (է) с избытком через qA (է), 

а с недостатком —через q*4 (t) и пользуясь неравенством (2.36), бу

дем иметь:

Е>ег’чтр
= ПА-п

S„s И. е ՜տ':' 
------Б-------

Интегрируя по частям последний интеграл в выражении (3.52),
после группировки найдем:

Տ» s (r-r) Fj
Г b(r ֊>

1 Л.П1

•I

Հ — 3)ЕД Fa 
г b (1 + Хрп) s

% <’)=4ձտ (-,)
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(.3.53)

Пользуясь обозначением для функции влияния Ф(£, р), выраже
ние (3.53) окончательно запишем в виде:

Eae-f7’ rp rp՜’ 
ш w = w — i. >.;m 4is <‘>>

Sfts(r-r)Ftte 
b(r s)

-P cP-rI
—St *e 4֊- r — s

Аналогичным

Փ(րէ, p) Փ(րր„ p) _ So (Y 
rb(l лдп)

s) Ea Fa e-ST*

4Լ(է) = Նտ(ն)

(Փ(տէ,թ)-Փ(ՏՀ։, p)l |-

путем, из соотношения (3.50), находим

(3.54)

Ea en‘ Հ

I Xjm
/ Д I

A ֊Կ CJq

ЧИЖ՜ !<r֊s)e— ֊

- re֊։l + se-'՛*՛1*'՜5’՜-՛ ps [E, { st) E, ( sr,)| +

+ ps e(r-s)7‘ [Ei ( rt) - E, (֊ rr,)] ) . (3.55)

После того, как верхняя и нижняя грани величины усилия 
4ձտ (է) определены по формулам (3.54) и (3.55), значения проектных 
предварительных напряжений ^«.տՕ) и s(t) в железобетонной 

трубе с учетом ползучести и усадки бетона определятся по форму
лам (3.1) и (3.2).

В заключение отметим, что задачу по определению напряжении 
в железобетонной трубе от совместного действия внешней нагрузки 
и предварительного натяжения арматуры с учетом ползучести и 
усадки бетона можно решить таким же путем, как и в случае изги
баемых железобетонных элементов, приведенном в § 2 настоящей 
работы.

Сектор математики и механики 
Академик наук Армянской ССР

Поступило 3 1 I95S
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1պանակնե ր;
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մակւէդմանի и ւ սո ւ ffit ա и ի ր ո • իք յ ան համար անհրամեշա I, իմանաք նաե 'էւրաեք/ 
սհվւակւսն /Ш ր и ւ 1/եե ր ի փոփոիւմ ան է՚րե՚եվէր' J ա մ ա՛հ ա կ ի րյ կաիէված։



tt/nmji ^mliiu^iiuin Ut/tJ'Lnn у у/ у 
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-ll/l/mtltt. ղււէ/ Um jtdui]; у /1 i/numyd '/ հ »nի tyt t/ у djiuiiiulli i/dytyt ind m I ymBm£ 

■ шит fit/ цш( у/ itiliyliltm ц»»»у»^ц>/^ '/ i/dyyin t^i/ifmindm I'/ tiylniffm ‘fii/jilliliy 

Ц1И Ijm էհււ/ m ц t/ f m d 1 и tn m jid m П-уЛ,^ц»/ »/'”/i^74,n 477*7^7 4/z'"

i jt III /rd </rim ryiinii 111 t/l /yi էԼէէէք 1/ lUinmn/ Sm iifm 
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-my !Լէէ1 jniillkmmy *!""հ՚Ս՚՚^՚ք ես/էէ^տհ jt lul/myi//• ^tn/idmi 11 yinmnjmy

г( I ) mi/Um d m i^yll i^ulf i/lmlilt 

'/'1 УШ ,ll։l'"I Ufm 7 Ji /ич •» If ղ ji tudytimjtmd I'm mil վ rjfmijii у t/t ш \ m d m n m n 

• m/imi. qtj jt tn/tn/'mil mil fi i/niitji ({yj* ղա f у/ui d m l/d у t/itt էհրյ յւ^Ւյ d d yiyi tn d m I 

^HtUttt^mum Ui/jt utli^li t/i^umyd у Ui/fmd 111mmjtdm ^m/iby nylnmn/m^ jt tttd՝ 
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• d jim յւէհէէւ lit^d t/ d у էհ/m fd hmii/m ղ linfyin yi. 7 ^m/idmuimlj d ւհւււք у/ in ттп/^ц

rdjt i»»/y^/y у dtflnnt t/tyimyd Jiitlyiijitti <//»«»,»». 

^ddt/ lit^ii/ ц»п jtlttd 11 ’///"’«’//’ fin/nlml jt nid yt^mt/В1/tud mnt^uli t^umydm ft/mltd у 
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