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МЕХАНИКА

М. А. Есаян

Аналитическое исследование движения 
неуравновешенного тела, вращающегося в 

собственных опорах
При современном уровне техники уравновешивание на баланси­

ровочных станках не является достаточным. Качественное уравнове­
шивание может быть достигнуто только посредством вторичного 
уравновешивания и рабочих условиях работы машины, когда враща­
ющаяся часть ее будет находиться в собственных подшипниках. Су­
ществующие методы уравновешивания вращающихся частей машин 
в подшипниках машины, как правило, требуют навыков исполните­
лей, довольно сложных графических построений и вычислений, в 
результате чего расчет уравновешивающих грузов и производство 
процесса уравновешивания не лишены погрешностей, существенно 
влияющих на точность конечного результата.

Мы поставили перед собой задачу: исследуя законы движ» :-шя 
неуравновешенного вращающегося тела в собственных опорах, дать 
такие аналитические зависимости, которые позволили бы более точ­
но, к тому же достаточно быстро решить задачу определения вели­
чин и местоположений уравновешивающих масс и более полно рас­
крыли бы физический смысл имеющих место процессов.

Решение задачи мы нашли путем решения диференциального 
уравнения движения неуравновешенного тела, вращающегося в своих 
подшипниках.

Решение диференциального уравнения движения 
неуравновешенного вращающегося тела

На фиг. 1 изображен ротор, вращающийся в двух опорах. Об­
щий случай неуравновешенности характеризуется наличием во в] а- 
щающемся теле статического и динамического небалансов.

Пусть вектор Q определяет собой статический небаланс, век­
тор Q0-динамический. В самом общем случае принятая система бу­
дет обладать многими степенями свободы. Решение задачи при та­
ком рассмотрении было бы весьма сложным, к тому же практиче­
ски мало целесообразным. В дальнейшем нами приняты следующие
допущения:
Известия, III, Je 4—20
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1) система принята имеющей две степени свободы, т. е. рас­
сматриваются колебания системы в одной плоскости (в плоскости 
наибольшей податливости опор): колебания в двух других направле­
ниях из последующего рассмотрения исключаются:

Фиг. 1.

2) система принята подчиняющейся линейной зависимости:
3) силы трения и сопротивления среды в расчет не приняты;
4) угловая скорость со вращения ротора принята постоянной.
Основываясь на наблюдения и существующие методы баланси­

ровки, можно констатировать, что такая частичная идеализация схе­
мы в дальнейших исследованиях на конечные результаты сущест­
венного влияния не должна оказать.

Таким образом, положение системы при ее колебании в любой 
момент времени можно определить двумя координатами: поступа­
тельным перемещением хс центра тяжести С и углом поворота 0, 
как указано на фиг. 2. Обе координаты измеряются от положения 
равновесия.

В следуемых ниже вычислениях приняты следующие обоз­
начения:

ш —угловая скорость вращения ротора,
t—время,
G—вес ротора,
1У —динамический момент инерции массы ротора относительно 

осн, проходящей через центр тяжести С,
g—ускорение силы тяжести,
а и Ь—расстояния центра тяжести ротора до центра соответ­

ствующей опоры,
kj и к,—постоянные упругости опор.
Для составления диференциального уравнения движения при-
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меняй принцип Д’ Аламбера. Тогда уравнение, определяющее посту­
пательное движение центра тяжести ротора, выразятся зависимостью:

где
QcoSb>t=Qx

Соответственно, для вращения относительно центра тяжести 
будем иметь:

1У -хс (k,a-k5b)+Q6cos(at4-tp), (2)
где

Qo cos(a>t4-$) = Q6i и
փ-угол относительного сдвига фаз.
Эти два дяференциальных уравнения показывают, что вообще 

координаты Хс и 0 не являются независимыми друг от друга, а зна­
чит при колебании будут иметь место не только поступательное 
перемещение хс, по и вращение 9. Решения уравнений (1) и (2) на­
ми получены в следующем виде:

х£ = —~ . -Д- cos ю է, (3)
p„-Ci)’ и

с Q(k.a—k,b) . .Н = — ~я— . —__L'_I.—-Ճ-Լ------coswt4-
GJy (?«—«’) (Рдм֊

+ Ջ-.—Д--- -րօտխէփփ) (4)
*у Рд«-«’

где • kj-f-k.
Р<« ~G~՜

, kja’+kjb1
P- - —i;—g и
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Далее принято, что система имеет симметричное расположение от­
носительно опор и что последние имеют одинаковые упругие свой­
ства, т. е. допущена справедливость равенств:

а = b и
կ

k։=k«= - -, где к—коэфициент, характеризующий суммарную 

жесткость опор. В результате этого допущения получаем:

О = .01. __1----- 4- փ), (5)
*у р дпк—»’

Хс »' —--- . К cos о է, (3)
Per—»2 и

где
Р"= |Հ А , (а)

Рд»н=|/Г , (<5>

.. Ciа М = — — масса ротора.

Выражения (а) и (б) представляют собой угловые частоты коле­
баний опор соответственно в моменты статического и динамическо­
го резонансов. Периоды этих колебании могут быть определены на 
основания известных соотношений:

Те,- = 2к. 1Հ« И 
per |/ к

-2*. i/T.
Р*ян \' к

Для принятого нами симметричного ротора имеет место одно, 
весьма замечательное соотношение, позволяющее установить вели­
чину динамического момента инерции

Деля рет на рот՝и и учтя, что ly =М. R,, где Ri радиус инерции 
ротора, получаем следующую зависимость:

Г1 = R' > (6)
Рлии а

т. е. отношение угловых частот при статическом и динамическом, 
резонансах равно отношению радиуса инерции к половине рассто­
яния между осями его подшипников.

Отношение (6) позволяет определить момент инерции ротора, 
если ишестны угловые частоты статического и динамического резо­
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нансов, расстояние между осями подшипников ротора и масса ротора, 
именно:

!у «=-Al.R*i, пли

1У = Ճ' (7)

Ранн

Обратимся теперь к первоначальной схеме (см. фиг. 2). Смешения 
опор от оси вращения детали в каждый заданный момент времени, 
вызываемые наличием статического и динамического небалансов, 
могут быть определены посредством уравнений:1

1 В данных уравнениях ввиду малости угла 6, tg в заменен через в.

Х1=0.а+хс {
х.=0.а-х։ ( (8)

Подставляя в уравнения (8) значения величин хс и 0 пз уравнений 
(3) и (5) и полагая

В=М(ра<т—ш֊),
а

(к—Мео2). а 
(k.a’-MRiof)

получим:
Bx։=KQo -cos(<otH-«|»)+Qcos աէ
Bx3=KQo .շօտ(«էփփ)֊ -Q.coc tot

(Q)

(r)

(9)

Уравнения (9) показывают, что в каждый заданный момент вре­
мени величины смещений опор вращающейся детали зависят от степени 
ее неуравновешенности я, следовательно, замеряя величины этих 
смешений, возможно косвенно оценить величину небаланса. Посто­
янная „Кв, определяемая выражением (г), может быть и целой и 
дробной величиной, а также положительной и отрицательной. Знак 
ее зависит от величины скорости, при которой ведется уравновеши­
вание. Если эта скорость ниже первой критической скорости, т. е. 
ниже скорости, при которой имеет место статический резонанс 
(и Հ . / Ճ ) , значение постоянной „К4 положительно. Она имеет 

ум/ 
отрицательное значение, если скорость, при которой ведется уравно­
вешивание, находится между первой и второй критическими скоро­
стями | , „foL >to>. / Л. 1. Постоянная „К“ вновь прини-

\V MR’j V м /
мает положительное значение, когда рабочая скорость становится 
выше второй критической скорости ( ш 1.

\ V M.R2! /
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При критических скоростях постоянная „К* принимает неопре­
деленное значение; поэтому вести уравновешивание при скоростях, 
лежащих близко от критических, не следует.

Уравнения (9) отражают зависимости величин смещений опор 
от величин статического и динамического небалансов в каждый за­
данный момент времени. Из всех значений этих зависимостей нас 
должна интересовать некоторая постоянная связь между имеющим 
место небалансом и максимальными значениями величин смещений 
опор.

Для нахождения максимальных значений величин смещений опор 
был применен общеизвестный способ из курса математического ана­
лиза. Исследования на максимум были произведены для каждого из 
этих уравнений раздельно. В результате этих исследований установ­
лены следующие зависимости между величинами смещений опор и 
статического и динамического небалансов:

Вх1ТО Q3 4.2Q.KQ0 .созф 4- (KQO )2 , (10)

Вх5=га Հ Qa - 2Q.KQ0 .cos$ 4- (KQ0 )3 , (II)

где х1ш—максимальное значение смещения первой опоры, 
х2в—максимальное значение смещения второй опоры.

Из формул (10) и(11) следует, что геометрическая, сумма и-

Фиг. 3.

разность сил статиче­
ского и динамического 
небалансов определя­
ют, в конечном счете, 
величины максимальных 
смещений опор ротора.

Этот результат гра­
фически представлен на 
фиг. 3, где через dt и d. 
обозначены величины, 
пропорциональные сме­
щениям опор, именно:

dj — BXj 
ds и BxJtn.

Значение величин стати­
ческого Q динамического 
KQo небалансов и угла 
сдвига фазы փ можно 
определить из получен­
ных соотношений. Для

этого достаточно в принятых компенсационных плоскостях прикреп­
лять пробные грузы и исследовать состояние ротора под действием 
пробных грузов.
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Определение величины и местоположения 
неуравновешенной массы

Пусть на роторе, изображенном на фиг. 1, плоскости 1 п II 
представляют собой плоскости, в которых надлежит компенсировать 
неуравновешенность ротора. Установим по одному пробному грузу, 
каждой массы А, в указанных плоскостях под одним и тем же уг­
лом к некоторой исходной базе и определим действие центробеж­
ных сил Ато3 (где г—радиус окружности, по которой устанавлива­
ются пробные грузы) на колебания системы. Очевидно, что при 
этом вектор первоначального динамического небаланса останется 
неизменным; вектор же статического небаланса получает прираще­
ние до QA, равное по величине 2 А.

Повернем пробные грузы в обеих компенсационных плоскостях 
на 90° в одном и том же направлении. И в этом случае, очевидно, 
вектор динамической пары останется неизменным, вектор же статиче­
ского небаланса получит новое приращение до Qn по отношению к 
вектору первоначального статического небаланса, равное по величи­
не опять 2А.

На основании формул (10) и (И) построим векторную диаграм­
му сил небалансов и соответствующих смещений опор; она представ­
лена на фиг. 4.

Здесь Q,\ и Qa —новые значения векторов статических неба­
лансов при двух дополнительных запусках, б1Л/ cl-л и <11Д. б2д —ве­
личины, пропорциональные соответствующим смещениям опор.

Закономерность построенной диаграммы не нарушится, если мы 
за центр векторов статических небалансов примем конец вектора 
KQ0. Такой перенос осуществлен на фиг. 5, на которой, кроме то­
го, проведена окружность с радиусом, равным 2А. За центр этой 
окружности, как видно из схемы, принят конец вектора первона­
чального статического небаланса Q.

Совершенно ясно, что в этом случае конец вектора Q будет
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совпадать с концом вектора смещений d։, конец вектора QA — с кон­
цом вектора djA и конец вектора Qa —с концом вектора й,д. Отре­
зок, соединяющий концы векторов Q и Qa будет перпендикулярен 
направлению радиуса Q Qa = 2 А.

В дополнение к сказанному отметим еще одно свойство этой 
диаграммы, именно: отрезки, соединяющие концы векторов Q и 
KQo, Qfl и К Q& равны по величине соответствующим смещениям 
второй опоры ротора с!։ и d-д.

Если окружность, проведенную из конца вектора Q и проходя­
щую через концы векторов Q.\ и Qa принять за кольца, на кото­
рых должны быть установлены уравновешивающие грузы, то точки 
на этой окружности, соответствующие концам векторов QA и Qa, 
укажут места прикрепления пробных грузов.

Приведенные данные о векторах статического и динамического 
небалансов и смещении опор при трех пробных запусках достаточны 
для выявления аналитических связей между первоначальными ста­
тическим в динамическим небалансами. Обратимся к фиг. 5 и на 
основании решения отдельных треугольников определим требуемые 
соотношения.
Имеем:

1) Из треугольника Q, Qa , Qa

co=g _ BA4(W-(W 
4ЛУ' 2 . <Ա

2) из треугольника Q, QA< 2 KQo

cos a = (<!5Д)»+1А»-(Р, 
4A.dta
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3) ? = 45 ֊ о,
Х=^-|֊я = 45 — о -J- а,

4) из треугольника О, фд, 2К Qo

(4*д .Sink 
է «՜ (£ — --------՜֊--------------------dja—(1,д.sink

При известных углах ? и л из того же треугольника может 
быть определена величина вектора, характеризующего динамический 
небаланс, именно:

KQ»--^K. (12)
2 Sincp 4 7

Величина вектора динамического небаланса определится посредством 
деления выражения (12) на величину постоянной К:

qo=4v-.—• (13)
2К sincp 4 7

5) Из треугольника О, Q, Qa
I cosS=-^M^Aa-

2dia

угол <?' определится разностью углов <р и в, именно: 
?’ = ? — г

6) Величина вектора первоначального статического небаланса 
определится из треугольника О, Q, KQo:

Q = }/ (dj)’ ֊i" (KQo)" — 2.d j.KQd cos cp՛ (14)

7) Величина угла сдвига фазы փ определяется из треугольника
KQi>, Q, 2KQo:

. Q4-(KQe)*—d% z,-4C0S*֊ 2QKQ0 (15)

Таким образом, первоначально неизвестные величины статиче­
ского и динамического небалансов и угла сдвига фазы определяются 
посредством формул (13), (14), (1.5). Из теории уравновешивания вра­
щающихся масс известно, что любой суммарный небаланс вращаю­
щегося тела может быть скомпенсирован путем прикрепления в двух 
произвольно выбранных плоскостях корректирующих грузов; при 
этом необходимо учесть, что для рассматриваемого ротора величина 
статического небаланса Q может быть определена геометрически, 
как сумма центробежных сил масс небаланса այ и тп5, приведенных 
к выбранным плоскостям.

Вектор динамической пары, очевидно, может быть определен 
разностью векторов центробежных сил от масс небаланса ոլ и ms.
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В соответствии с указанным, имеем:

Q = гw" У т’։ 4- пР, + 2m։. т։. cos а։ \ (16)

Qo = г to’ V т’։ 4- п1% — 2п։։. ш,. cos а։, (17)

где через а։ обозначен угол между приведенными массами неба­
ланса.

Уравнения (16) и (17) позволяют посредством весьма несложных 
геометрических построений определить величину и положение при­
веденных к данным плоскостям масс небаллнеоп п։։ и та, а по 
ним—величину и положение уравновешивающих грузов. Сущность 
этих построений сводится к построению параллелограмма сил, пред­
ставленного на фиг. 6.

Сравнением длин векторов ш։ и т, с длиной вектора А, вели­
чина которого известна, определяются величины приведенных масс 
небаланса. Положения векторов ш։ и ш, на роторе могут быть оп­

ределены, если мы вычертим 
окружность, изображающую 
балансировочные кольца с 
центром в конце вектора Q, 
проходящую через точки QA 
н Qa. Те места на роторе, 
где будут укреплены пробные 
грузы при втором и третьем 
запусках, как указывалось 
выше, соответствуют концам 
векторов статических неба­
лансов Qa и Qj на окружно­
сти. Определяя положение 
векторов րպ и т. по отноше­
нию к центру круга Q, мы 
зафиксируем положение пер­
воначальной неуравновешен­
ности ротора. Последний урав­
новешивается установкой гру­
зов, полностью компенсирую­

щих действие неуравновешенных масс и ш-.
Если замеры амплитуд колебаний опор производились правиль­

но, а соответствующие расчеты—достаточно точно, машина должна 
быть свободна от колебаний после установки уравновешивающих 
грузов.

Закапчивая исследование, можно подвести следующий итог:
1) колебания машин могут быть вызваны различными причина­

ми, а нс только неуравновешенностью вращающихся деталей. К 
таковым могут быть отнесены: смещение центра тяжести вращающей­
ся детали вследствие изменения температуры, эксцентричность вкла-
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дышей опор, несовпадение осей опор и соединительных муфт, грубая 
обработка шеек валов и т. д. Научные методы уравновешивания 
вращающихся деталей машин должны позволять с большой уверен­
ностью выявлять причины колебаний машин, не относящиеся к не­
уравновешенности вращающейся детали; к тому же при действи­
тельном наличии неуравновешенности эти методы должны обеспе­
чить достаточную точность процесса уравновешивания.

2) Приведенный в настоящей работе метод уравновешивания 
вращающихся детален машин в собственных подшипниках, получен­
ный в результате решения диференциального уравнения движения 
неуравновешенного ротора, исключая необходимость наличия спе­
циальных аппаратов для измерения фазовых углов при колебании 
системы, дает возможность решать задачу уравновешивания с уче­
том взаимного воздействия колебаний опор, чем обеспечивается 
большая точность при определении величины и положения уравно­
вешивающих грузов. Данный метод позволяет также на основании 
результатов расчета судить о характере источника колебаний. Если 
при решении по этому методу получены отрицательные результаты, 
а весь процесс измерений и расчетов проведен тщательно, можно 
твердо быть уверенным, что причиной колебаний нс является не­
уравновешенность вращающихся частей. Простога замеров, расчетов 
и построений, которые сводятся лишь к элементарному сложению и 
вычитанию векторов, позволяют ошибки при определении уравно­
вешивающего груза свести к минимуму.
Ереванский Сельскохозяйственный Институт.
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ՍեՓՍԼԿԱՆ ԱՌԱՆՑՔԱԿԱԼՆեՐՈհՄ ՊՏՏՎՈՂ. ԱՆՃԱՎԱՍԱՐԱԿՇՒՌ UUPlTbb 
ՇԱՐԺՄԱՆ ԱՆԱԼՒՏՒԿ 2ԵՏԱՋՈՏՈհԲՅՈՒՆԸ

Ա Մ Փ П Փ П Ի Մ

Հայտնի կ, որ եթե պտտվող մարմինը ներկայացնում I; իրենից ամ- 
ր гг ղ Գ ft վ ի"րք հավասս/րակ*սված սիսսւեմ, ապա կեն տ ր ոն ա իւույս ամերն шпш$ 
են րերում միայն ներքին լարուքքեեր և չեն հայանարերվ<ո մ արտաքինից! 
Սակայն չեչին անհա վասարակւչռո f թ jttւնը մալււքեում ընդունակ կ шпш9
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բերել դգալի կեն տ ր սն ա իէ ույս սւմեր, որոնց աղգեցոլթ յան ներրռ մեքենան 
ենթարկվում I; nt մեղ տատանս։ մսերի։ Այղ տա տանուէքե եր ր ոչնչացնելու 
համար, մ երևնա յի սրատվող մասը ենթարկում են հավաи արա կշոման։

Գոյո։ թյուն ուն եց սդ ստա տիկ և ղինամ իկ հավասարակշռման ձևերը 
չեն ապահով ում պրոց եռի կա տա րե լտ էլան ութ յունր։

Պրոցեսի որակը րսւրձրանում 1՚րր հավասարակշռումր կաս։ա րվ։ս մ 
Հ մեքենայի սեփական առանցքակալներ։։։ մ։ Սակտ յն и եվ։ ական աո անgյա֊ 
կուլն հրում հավ առա րտկշռմ ան հայտնի մ եթ ողն ե ր ր կա tn ա րող ի ց պահանջում 
են մեծ հմտություն, ին ու ու ի ց ի ա, իսկ հավասարակշռող ծանրոցի մեծու­
թյան /ւ դրության որոշման համար կատարվող հաշվարկները և կաս։։։- 
ցուոսերր գմվար են և ծանր;

Ներկա աշիէսւասւթ յան մեջ բերված !; անհավասարակշի ռ. րոտորի 
շտրմման ղիէիերևնցիալ հավասարման լու ծումը, որի հևտևանրով հաստատ» 
վեցին կարևոր անալիտիկ բանաձևեր (tiiltii 10 և 11 րւսնաձևերըՀ ստատիկ 
ե դինամիկ անհավասարակշռությունների մեծության և ուղդու թյան որոշ- 
ման հա մարէ

Տվյալ մեթոդը թույլ կ տալիս ստացված արդյունքների հիման վրա 
գաղափար կադմել ւրաւտանսււքեերի առաջացման աղբյուր ի վերաբերյալ։ նթև 
լուծմս^ւ ընթսււյրում ստացված սլատասթանր բացասական է, ապա կարելի 
կ որոշակի կերպով հաստատել, որ տ ա տ անո ւ tflt ե րն ոյոա՚ք են եկել ոչ թև 
անհաւէաոա րակչո ութ յան հետևանքով, ա յ լ մի շտրք տյլ պատճառներով, 
որոնց թվի՛հ կարելի Հ վեբաղրել՝ սլսւավսդ մարՏեի ծանրության կենտրոնի 
տեղաշա րմս։ մ ր Հեր մութ յան էիո էիս իւո։.թ յսՀհ հետևանքով, տոտն ց րտ կա լ^ւ ե ր ի 
առանցքների չղռւ դադի պում ր, լիսեռների էէդ ի կն 1< ր ի կէէ սլ ի trt մշակում ը և այլն։

(՝ացի տյղ, շա փսւմեե ր ի , հաշվռււքեերի և կա ո ո ւ g ու-ifii ե ր ի հեշտ ո ւ թ յո ճ։ ը 
թույլ կ տալիս հավասարակշռող ծանրոցի սրոշման հեա կապակցված սխալ­
ները հասցնել մ ինիմսւմ ի;
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