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А. Г. НАЗАРЯН

О свободной поверхности потока на переходных 
участках открытой деривации

В гидротехнической практике очень часто встречаются такие 
случаи, когда водовод на протяжении некоторого участка ^меняет 
свою форму как в плановом, так и в высотном отношении. Движе­
ние жидкости на таких участках характеризуется резким измене­
нием гидравлических элементов (скорости, уклона свободной поверх­
ности, площади живого сечения и т. д.).

В отличие от плавпо-изменяющегося движения, при котором 
изменение этих элементов становится заметным только на значитель­
ной длине, вышеуказанное движение называется движением с 
.местным изменением- [I). Короткий участок водовода, на протяже­
нии которого происходит движение с местным изменением, назы­
вается переходным участком (в гидравлическом смысле). В качестве 
примеров можно привести участки канала, содержащие тс или иные 
водосливы, сужения или расширения, а также те участки, которые 
находятся за указанными сооружениями.

В настоящей статье рассматривается движение жидкости на этих 
последних участках, независимо от причин, вызвавших данное движение.

Переходные участки имеют свою гидравлическую особенность. 
Хотя на них режим течении неравномерный, но он не является мед- 
ленно-изменяющимся, почему к нему нельзя применить формулы

неравномерного медленно-измсняющегося движения [2]. Нарушение 
условия медленно-изменяющегося движения выражается в появлении 
значительной кривизны струй, благодаря образованию волн.

Появление волны на свободной поверхности жидкости нарушает 
гидростатический закон распределения давления но глубине потока 
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(рис. 1). вследствие чего применение обычных уравнений неравно­
мерного движения становится весьма условным.

Практически весьма важно определить длину переходного участ­
ка для выявления того предела, за которым восстанавливается нор­
мальный режим в канале.

В этом определении и заключается содержание настоящей ра­
боты.

Прежде чем перейти к выводу расчетных формул для установ­
ления закона, которому подчиняется затухание волн, необходимо 
остановиться на вопросе о причинах образования волн.

Касаясь вопроса сопряжения двух глубин при неравномерном 
режиме, проф. Г. И. Сухомел [3,1] представляет уравнение удельной 
энергии в следующем виде:

Э - — 4֊₽h։ (1)
2g

где:
[i—коэфициент, учитывающий отклонение давления от гидроста­

тического, вызываемое центробежной силой, которая появляется 
благодаря искривлению струй. Остальные обозначения —общепри­
нятые.

Рис. 2

При выпуклости 
струй, обращенных 
вверх (рис. 1—а), 

и кривизна от­
рицательная, а при 
выпуклости, обра­
щенной вниз (рис. 
1 -в), р>-1—кривиз­
на положительная и, 
наконец, при £ = I 
кривизна равняется 
нулю (равномерный 
режим).

Рис. 2 представляет из себя графическое изображение уравне­
ния (1) для значений £< 1: 3> I и р=1.

Рассматривая этот рисунок, видим, что для нижних ветвей 
(h < hk) кривых уменьшению кривизны (следовательно и уменьше­
нию fl) соответствует уменьшение глубины h, а для верхних ветвей 
(h>hM ) уменьшению глубины соответствует увеличение кривизны, 
следовательно и увеличение р. Другими словами, можно сказать, 
что в бурных потоках кривизна и глубина изменяются в одном и 
том же направлении, а в спокойных водотоках—в противоположном 
направлении.

Рассматриваем переход от глубины h, = lieex. к глубине h. = h0 , 
причем hj>lu>hic (рис. 3).
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Плавный переход от հ, к հէ, как показано на рис,. 3 пунктирной 
линией, невозможен, потому что если для участка АВ глубина и кри­
визна изменяются в противоположном направлении, что соответст­
вует спокойному течению, то на участке ВС они изменяются в 
одинаковом направлении, что невозможно для спокойного течения. 
Поэтому остается, принять, что переход происходит с поперемен­
ным возрастанием и убыванием глубины, т. е. в виде ряда волн с 
убывающей амплитудой.

Риг. 3

Указанное явление при тех 
иметь место не во всех случаях.

Из теории неравномерного

же соотношениях глубин будет

движения (1,5] известно, что

~п- ֊ J1:֊ < շ и число Фроуда Fr <3,0.

Ջւ+ 1 * 3 * * * _g_ 0
da’ х C’„i I da x C%

где у и a координаты, выражение в относительных величинах, 
Сп —коэфициент Шезн для равномерного течения

х - X1,//
Здесь:

л—соотношение между поверхностными и средними скоростями,

hm hi
При любых других соотношениях между глубинами имеет мес­

то кривая спада (или подпора) [6].
В выяснении вопроса о причинах образования волн ограничи­

ваясь этим, переходим к выводу расчетных формул, согласно кото­
рым происходит затухание волн.

Как было указано выше, благодаря значительной кривизне сво­
бодной поверхности потока нарушается условие медленной изме­
няемости движения, вследствие чего возникают инерционные силы. 
Следовательно, при выводе диференциальпого уравнения свободной 
поверхности в этом случае необходимо учитывать эти силы.

Сухомел [7] вывел и проинтегрировал диференциальное урав­
нение свободной поверхности неравномерного движения для случая, 
когда нельзя пренебрегать инерционными членами. Это диферен­
циальное уравнение имеет вид:

(2)
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X'—поправочный коэфициент (см. ниже).
Общий интеграл уравнения (2) имеет вид:

У «=С։ех‘54-С։еЧ2С+С3ехЛ

h' = f I а֊. հ\ 
\ g /

Центробежное ускорение, как известно, можно выразить через 
скорости и радиусы кривизны отдельных струек следующим обра­
зом:

(8)

Как видно из уравнения (8) а—величина переменная по глубине,

(3)
где С։; С?; Са—постоянные интегрирования, 
х։; х2; х3- корни характеристического уравнения.

Однако уравнение (3), полученное проф. Сухомелом, нельзя 
непосредственно применять для решения конкретных задач, так как 
автор не дает указаний как определяются постоянные интегрирова­
ния. Кроме того, неизвестно, как определяется коэфициент х ■= Х'.Ха.

Далее необходимо отметить, что уравнение (2) выведено для 
весьма широкого прямоугольного русла, для которого h^R, т. е. 
глубина и ширина несоизмеримые величины.

В данной же работе рассматривается прямоугольное русло ко­
нечной ширины.

Диференциальное уравнение свободной поверхности с учетом 
указанного выше напишется в виде:

-ՋԼ + 1 Г_йг_ _я dy _ 1 _£հջ_ 3_2 հո 1 у=0 (4)
da5 х |С3П iRn da х С2П Rn хп ] '

При выводе дифереициального уравнения (2) проф. Сухомел 
принимал, что изменение инерционного члена по длине происходит 
согласно выражения (5):

dh' = d [ а X'h I =d 
ւ g յ

X’v3 d3h --------------л n
g di* 8 9

(5)

Mo о том—как определяется коэфициент X'— автор ничего не 
говорит, а просто рекомендует принимать X'. Xй = х= 1/3.

Определение X не представляет трудности, так как

X - (6) 
Vcp

Прежде чем перейти к определению коэфициеята, необходимо 
выяснить его существо: в точке А рис. 4, на глубине h от свобод­
ной поверхности воды увеличение давления, вызванного центробеж­
ным ускорением а, выражается следующей функцией: 

(7)

V-

г
а =
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гак как с глубиной меняются скорости и радиусы кривизны отдель­
ных струек. Следовательно, հ' в уравнении (7) тоже переменное. 
Среднее для данного сечения значение հՀ можно выразить следую­
щим образом:

h'tp=-lx'hm (9)
g

а'—некоторый коэфициевт.
г, И'Для определения значения - выделим на рассматриваемом уча- 

11
стке элементарный объем жидкости в виде параллелепипеда (рис. 5) 
и рассмотрим его равновесие. Если площадь основания параллеле­
пипеда обозначить через do, а высоту через dh, то масса паралле­

лепипеда будет - do dh.
в

Центробежное ускорение равно ; центробежная сила будет 
г

Г d<odh.֊v3
g Г

Силы давления, действующие на нижней и верхней площадках 
параллелепипеда, соответственно будут (p-rdp) dco и pdo>.

Собственный вес параллелепипеда равен ydudh.
Проектируя все эти силы на ось oh, получим:

1 dp == — ՜ dh 4՜ dh.
T g'

Интегрируя и принимая у= 1, получим

p-h- f— dh (10)
J gr

Постоянная интегрирования C=0
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;уЗ
— dh представляет из себя 
g'

то увеличение (или уменьшение) давления, которое мы хотели опре­
делить. Следовательно,

Закон изменения величины радиуса кривизны г с глубинок не 
известен. Исходя из того соображения, что на поверхности потока 
радиус кривизны равняется некоторой конечной величине, а на дне 
канала —бесконечности, допустим, что этот закон имеет следующий 
вид [8]:

Выражение (12) удовлетворяет указанным выше условиям. 
Действительно, при h=0 (поверхность жидкости) r=k, а при հ=հ«

(дно водотока) г=оо. Подставляя значение — в (11), получим:
г

Принимая во внимание, что при h-0, h'-0,a следовательно и 
С=0, получим:

Замена скорости v скоростью vcp существенно не влияет на 
результат. Таким образом, выражение (13) может служить для опре­
деления (в любой точке сечения) того добавочного давления, кото­
рое получается благодаря наличию центробежного ускорения а. Но 
тля этого нужно знать численное значение коэфициента к.
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Применим для потока в пределах переходного участка между 
сечением, соответствующим гребню первой волны, и сечением, где 

। установился равномерный режим, теорему об изменении количества 
। движения. Кроме того, введем небольшое допущение, что распреде­

ление давления в начальном сечении очень мало отличается от пря­
молинейного закона (рис. 6). Тогда

nijVj — ni2v2 = £ р • է

Рис. 6
հ

Массу выражаем черезm= - - q, а скорость через v= % Из 
g Ь

действующих сил принимаем только гидростатическое давление, а 
влиянием сил тяжести, ввиду малости уклона, пренебрегаем. Произ­
водя указанные замены в выражении (14), получаем (см. обозначе­
ния на рис. 6):

֊ Ч- 4 ֊ -Ч- ֊-- ֊ YhPhm- ֊' Yhs„ 
g hm g հո 2 2

Промежуток времени է принят равным единице. Значение hp 
находится из предыдущего выражения и равно:

2 
!р=հ.

Խ3ո (14)

Величины li0 и hm заранее известны из конкретного проекта
того или иного сооружения.

Для решения уравнения (4) входящие в него определенные для 
данных условий величины (Cn; i: հո: а и т. д.) подсчитаны на осно­
вании данных эксперимента, проведенного с этой целью в Гидро­
электрической Лаборатории Водно-Энергетического Института Акаде­
мии Наук Армянской ССР. Эксперименты заключались в создании 
за водосливом с широким порогом (путем регулирования глубин в 
нижнем бьефе) волновой поверхности. Данные опыта и результаты 
следующие?

q=56,5 л/сек i =0,00324 hm = O,IO65.*e в=0,195 м.
Vn0B 0, 729 .«/сек. Vccpea =0,765 л/сек. VAH. = 0,495 л/сек.
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հո - 0,085* wD = 0.0166 м- zn «= 0,365* Rn = 0,0455 *.
Vep = 0,65 */сек, v«„ = 0,765 */сек, veeB = 0,729 */сек 

С = 52,8
Коэфицнснт С определяется по формуле Павловского:

С = 1 R*, где у - 1,5 \f л.

Для коэфициента п принято значение п-0.0115 (среднее между 
значениями п, -0,011 для стеклянных стенок лотка и п,-0,012 для 
деревянного дна лотка).

Коэфицкент а принят равным 1.1 на основании выражения (ко­
торое использовано для случая течения на прямом участке откры­
того водовода)

п0‘(в. 4-3)
vcpгде л#---------

Vm։i Vcp

Подсчитаем значение hP из (14) (подставляя значения hn и lu) 
hp -0,0819 м.

Как видно пз рис. 6 be։։= — hp -И’хя։ - 0,024 м.
Другое выражение для հՀ... можно получить, подставляя в 

уравнение (13) հ. вместо հ. Действительно:

gk \ 2h. / gk 2
Но по предыдущему h'„a - 0,024 *, следовательно 

v: հ ֊ -p -- = 0,024. Отсюда можно определить значение 
gk 2

коэфициента к:

Подставляя это значение к в (13) получаем

հ'= 0.458 ( 1----- —
\ 2h. /

или —-0,458 (1------—
հ է 2Խ. (16)

Уравнение (16) можно представить графически рис. 7. Как вид­
но из этого рисунка, закон распределения действительного давления 
мало отличается от прямолинейного, принятого предварительно.

Из (16) можно

0,344 htp.

hm

получить — 0,344 или հ%в

См. Еорсипоп— Гидравлика, стр. 186. 1948 г.



Подставляя это значение h'cp в (9), можно получить величину
0,344hcpg 

a hm
(17)

Отнесем значение X' к поверхностным элементам. При этом
ч - Vnoe<1 ՜ г - - к . где к известно из (15). Тогда

0,344 hep gv;tphm 
v3eo.. hra.2g.0,024

= 0,305

Подставляя в уравнение (4) значения входящих в него величин, 
получаем уравнение

4^֊ 4-2.06 ——0.042 у 0 (18)
da3 da

общий интеграл которого имеет вид:

У'С^' + С^ + с’е’Л
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где
С,’» Сз; с —постоянные интегрирования,

/ч: հհ. 2а—корни характеристического уравнения.
Для получения частного решения уравнения (18) составляем 

соответствующее характеристическое уравнение, которое имеет вид:
2=4-2,062-0,042=0 (19)

Корни этого уравнения равны:
Z։ =0,023,
Z. = - а 4- bi = - 0,012փ 1-44 i,
Z> = — а — bi = — 0,012 - 1.44 i,

Путем простых преобразований можно этот интеграл привести 
к следующему виду:

y = C։eZj3+Ae 00. Sin (bo + փ) (20)
А и ср — постоянные интегрирования.
Для нашего случая, когда рассматривается спокойный поток 

(li>hK), при переходе от глубины խ = հ« к h2« hn (см. рис. 1), 
? *

нужно в уравнении (20) принять С -=0. В противном случае глуби­
на у вниз по течению возрастала бы или убывала бы до бесконеч­
ности (в зависимости от знака С։), а не стремилась бы к глубине 
равномерного режима. Учитывая сказанное, уравнение свободной по­
верхности напишется в следующем виде:

у = Ае °’01՜ ° Sin (1.44 а+ ф) (2!)

Переходим к определению произвольных постоянных интегри­
рования А и ?.

В уравнении (21) у и а заменяем их значениями, полученными 
из выражений, данных Сухомелом, а именно:

т. к. հ = հո փ yhn , то у «= ——----- 1,
ho

, ։ 1 al = ohn или <з —------ ,հո
получаем:

հ = hn [ Ae-^L . Sin ( 1.44—!— j
■ I. 111 \ h,n /

(22)

Граничные условия в данном случае будут следующие: при

1=0 h = h, — hmax, а — = 0, т. е. тангенс угла касательной к сво- 
(II

бодной поверхности равняется нулю.
Учитывая это, получаем:



О свободной поверхности потока 449

hn>at հո _  հ։ — հլ
hn հյ

Прн этих значениях <? и А уравнение (22) принимает вид:

I հ=(հ^֊հ.).6֊“»>Վ’տ՚ո(>.«֊;+ք) + ւ՚ո (23)

и представляет из себя уравнение затухающих колебаний [9].
Вводя численные значения глубин Ьгаи Ип, окончательно полу­

чаем:
— 0-1'13 1 / - \

հ 0,0215 ё . Sin 13,5 I4-— փհ„ (24)

Теперь, имея закон изменения глубины հ по длине канала, т 
е. закон изменения свободной поверхности, нетрудно определить ту 
длину, на протяжении которой глубина становится равной нормаль­
ной глубине в канале.

Прн հ հո из уравнения (23) получаем:

0.0215 е $ -Sin/ 13,5 I 4- ®0 (25)

Здесь должен равняться нулю одни из сомножителей.
Если принять Sin ^13,5 14՜ ~ ) = 0, то получим местоположение уз­

ловых точек кривой колебаний уровня.
Если принять 0,0215 е ՜ = то подучим кривую, которая

проходит по вершинам волны (декремент колебаний) и асимптоти­
чески приближается к нормальному горизонту (рис. 8).

Изаесuni II, .V? 6- 30
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Практически можно задаться значением h —h„ и определить с 
любой степенью точности длину затухания 1. В данном случае, при­
нимая li—hn = 0,01 lin (точность I %) длина, на которой происходит 
практически полное затухание волн, будет равна 1—6,75 м.

л

Рис. 9 б

На рис. 9 а представлена теоретическая кривая свободной вол­
новой поверхности, выражаемая формулой (24).

На рис. 96 в том же масштабе представлена схема той же по­
верхности, полученная из опытов в 
с фотографии).

Сопоставление теоретической 
что затухание в действительности 
чем это получается теоретически.

Это нетрудно объяснить тем, 
силы вязкости.

лотке (рис. 9 б. является копией 

и опытной кривых показывает, 
происходит на меньшей длине,

что в расчетах не были учтены

Выводы
11а основании изложенного можно притти к следующим выво­

дам:
1. Диференциальное уравнение (2) проф. Сухомела для свобод­

ной поверхности безнапорного потока нельзя применить для реше-| 
пия конкретной задачи, относящейся к определению кривой свобод­
ной поверхности на переходном участке канала, ввиду неопределен­
ности входящих в него коэфициентов и постоянной интегрирования.

-• Решение проф. Сухомела дано для очень широкого русла в 
потому не применимо к каналам.

3. Автором видоизменено уравнение Сухомела: предложен ме­
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тод определения частного интеграла уравнением!/Су хомела, приве­
денного к виду, соответствующему каналам конечной ширины (ур. 4).

4. Внесена определенность в значения коэфициента х и дано 
уравнение для определения коэфициента X' (ур. 9), в для конкрет­
ной задачи дано численное значение этого коэфициента.

5. Дан способ определения постоянных интегрирования, исходя 
ИЗ граничных условий.

6. Дано уравнение свободной волновой поверхности, при по­
мощи которого может быть определена длина участка, на котором 
происходит практически полное, гашение волн.

7. Сопоставление теоретического решения с предварительными 
данными экспериментов в лотке дало хорошие результаты.

I ндро-злектрнчсская Либора горня 
Влдпо Энергетического Ияститу га 
Академии Наук Армянской ССР
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IK. *к*. 'սազարյան
FU8 ԴհՐհՎԱՑհԱՅ!’ ԱՆՑՈՒՄԱՅՒՆ 2ԱՏՎ.ԱԾՆեՐՈհՄ ՃՈՍԱՆՔՒ 

ԱԶԱՏ ԼքԱԿեՐեՎ-ՈՏՅ&Ւ ՄԱՍԻՆԱՄՓՈՓՈՒՄ
Հողվածում արված կ անհավասարաչափ շարժ՛ման աղատ մակերևույ­

թի 'ւի՚իերենցիալ հավասարման մասնակի ինտեգրալի ստացման եղանա­
կը (" I' I' ընդհանուր /ածումը ավել է պրոֆ. I/ и ։ իէոմ ե լրij այն ղեպրի *»ա- 
մար, երր հաշվի են առնված նաև իներցիոն ո» ժերր։

Պ ա ր դա ր սւն վ ած է անցումային հատվածն երում ալիքային մակերևույ­
թի առաջացման պատճաոր և տրված ( այն երկարուիէյան որոշման մե֊ 
P"riPi •</'/' վԸա "՛եղի /, ունենում ալիքների դսրծնականորեն Լրիվ մ ա- 
րւււմրւ
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Ւ տարրերությւււն Ս ուխոմելի լուծումից, որ վերարերո։ մ է շատ 
[այն հուներին, հոդվածում տրված է լուծում՝ վե բնավոր լա յնութ յուն 
ունեցող ուղղանկյան հուների համարւ

1՚նե րց իոն ուժերի ազդեցությունը հաշվի I; տոնված 7. դործակց ի 
միջոցով, որը կապ է հաստատում տվյալ կսւ րվ ածքում եղած հիգրոսսւա- 
տիկ ե իրական ճնշումների միջև/ Սւււխոմելի հավասարման մեջ ‘Հ֊ն իրե­
նից նե րկա յաց^ւում էր մի անորոշ դործակից։

Էողվածու մ աոաջտրկված է կււ^ւկրետ խնդրի համար 7.-ի որոշման մի 
մևի}ոդ, ր՚էւդ որում տրված է H րն դո ւն ելի ո ւի1 յ ո ւն՝

1. տարբեր շիխեբի կորությունների ւիուիոխման օրենքն րոտ խորու­
թյան բնդունվ ած է Կւախասլես, որ սակայն լրիվ կերպով րա վարարում է 
խն դ րի и տհմանա յին պայմանն երին է

2. ճնշումեերի բաչխմս/ն Օրենքն ըստ խորության րն տրված է ոչ ^իՂ” 
րոաոաւո իկ, բայց ուղիդ դծ ի օբենքով։ Հետագայում այն ստանում ենք 
կււբ գծով բաշխված, "րը սակայն շատ քիչ է ւոարբերվսւմ նախապես 
ընդունված ուդիդ դծից ("կ. 7)‘

И տա д ված Հ երբորդ կարգի 
նակի ինտեգրողի խ ա ր սւ կա հր ի կ 
(կոմպլեքսները) բավարարում են 

դիֆերենցիալ հավասարա մ, սրի մաս֊ 
հավասարման արմատներից և բկուս ր 

մեր խնդրի պայմաններին, տալով աղուտ
մ ակե րև ո t.jթ ի վւսւիոխմ ան օրէՀսքն բոա երկարութ յանէ Մյդ օրենքն ի բեն ի ց 
նեբկայցնա մ Է մալադ ամպլիտուդաներով տատանողական շարժում (մա­
րսդ տատանում )ւ

Նախապես ունենալով հոսանքի խո ր ու թյունն ե ր ը մինչև անցումային 
հատված ը ^հ;։1ո։ J և նրանից հետո ^|]п ), ստացված հավասարումից կարոդ 
ենք որոշել այն հատվածի երկարսւ թյունր, որի վրա տեղի կ ունենում 
ալի բների դործն ակսւնորեն վերջնական մարում բ։ Մեր խնդրի համար այն 
եղել է 6,75 if/
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