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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Б. Л. Абрамян

Приближенные решения задач об изгибе прямоуголь­
ных плит, лежащих на упругом основании

1. Дифференциальное уравнение изгиба прямоугольной плиты 
и его решение

Уравнение упругой поверхности пластинки на упругом основа­
ния имеет вид
MB v*w+Aw = a(Ml
где

Ժ.44 Հ (?Х-’Оу։ Ժ\'* ’

у)—внешняя изгибающая нагрузка. 
Ку ՚

D = լ՜9(յ _.ду- —цилиндрическая жесткость пластинки при изгибе, 

հ —толщина пластинки,
Е, у—модуль Юнга и коэф. Пуассона, 

w(x, у) прогиб пластинки в точке (х,у), 
К—коэффициент податливости основания,

К2 размерность К—֊. •$ 
см՝

Напишем уравнение (1.1) в виде

= (1.2), где >.՝=֊-.

Следуя идее проф. Л. В. Канторовича [1] решение уравнения (1.2) 
ищем в виде

w(x,y) = S fk(xK(y), (1.3)
k=l

где Wk у система линейно независимых функций, относительно пол- 
Г b blная в интервале - -J в смысле равномерной сходймостн и вы­

брана гак, что каждый член ряда J 1.3 удовлетворяет граничным 
bусловиям на сторонах у = ± ,



486  _____ Б. Л. Абрамян

fk (xi —пока неизвестная функция, подлежащая определению из соот­
ветствующей (1.2) вариационной задачи

է

1
4

Вычисляя вариацию $w(x,y = - wk у 5fk |xj и подставляя (1.3) 
к

в (1.2). после некоторых преобразований получим:

- ( fj/UKi + 2<k Wftd-т և (x) [Yki + *4i ]} = Պ (x), (1.4)
k 1-1Д-...П

где обозначены
b
T

«*■ = f “к (У)“. (y)dy 

b
՜՜շ

b
2

ftu= J'“k (y‘)“i (y)dy

֊4 (1.5)
b
՜շ՜

/IV«к ‘У)«1 (y)dy
b 

----2՜
b
T 

qi(x)=-£j- Jq(x.y)wj (y)dy. 

__ _b
2

Таким образом, для определения функций fk (х) к = 1,2, ••• п 
имеем систему линейных диференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами 1.4).

Решение этой системы имеет вид
lk(x)=iL(x)4֊fkix), (lt6j 
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где fk(x) — частное решение системы (1.4),

fk(x)—общее решение соответствующей (1.4) однородной си­
стемы уравнений:

2fk(x)₽ki + Mx)[Yki + ^4i]}=0.
к »=U'֊-n (1.7)

Характеристическое уравнение для определения fk (х) получим
в виде

«11Տ4 4֊ is- 4- *41 -г Yu «ոՏ* 4- 2₽lss* 4- X4aI2 4֊ rJ2 • • • •

%Is* 4- 2М2 + nl TY nl «ոշտ4 4- 2?ո2Տ5 4֊ 4- Yn2 • • • •

KlnS< Հ 2°lnS* НЧп “Г Yin

=.0 (1.8)
anns4 է՜ 2/ոո$՜ I ^*ann ՜ Ynn

Уравнение (1.8) степени 4п. Решая его получим 4л значений 
для s. Произвольные постоянные интегрирования количеством 4п 
определяются из граничных условий для функций fk (х).

Удачный подбор функций шк(у) позволит сделать ряд
- և (х)юк(У) быстро сходящим, что даст возможность пользоваться 
л|:Л՛՜՜՛
только первым приближением (п=1).

Раскрывая (1.8) при п=1, получим следующие значения для кор­
ней տԽ տ5, տ8 и տ4:
[ ..........-±Հ/՜!"է>/\-^ՏՏ

у Я11

Определив функции fk (х), в общем случае пользуемся ими 

для получения частных решений fk(x)- 

2. Граничные условия
Рассмотрим граничные условия для функций fk(x) и wk (х) в 

разных случаях закрепления контура платы.

Края пластинки свободно оперты՝,

՛՛ а
тогда fk (х) = fk (х) = 0 при *=± ՜շ

2 (21)

“k(y) = “k(y)=O при у = + ■֊•
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Края пластинки жестко заделаны-,
• 3

тогда fk(x) = fk(x) = O при х= ± —

«к (У) = Հ (У) = 0 "ри у = ± ~ 

«լ
Край х = ֊հ свободен-, 

тогда м п /^w ъ — f мMx = -D Լ--f-v^j-fjy)

N1 T dy ~ D <?x’ ՜ր (2 ։ dxtfy’j ~ f’(y)

Условия (2.3) можно записать в следующей форме: 
ь 

•2 •
I?! | “к։ ։‘ (т) ~ vfef՛ (т) = ՜ Ы fl(y)“k(yidy 

ь
՜ 2 

ь 
т

i=1[“ki fi” (т) + $~*>₽н fi (т) ff։(y>k(y)dy

_ ь 
2

Край х = -- жестко заделан на прогибающихся

(2-2)

(2-3)

(2-3)

(2.3-)

балках

с жесткостью Е1;

тогда д\ч 
дх = 0

V _ Ժ11 _ рт ^_w = _ n P’w • 'о _ v\ _Ջճ_՜
1 1 dy ду* Эх’ ' ժxժy■- (2-4)

Условия (2.4) можно записать в следующем виде:

3. Изгиб прямоугольной плиты, лежащей на упругом осно­
вании под действием равномерно распределенной нагрузки, 

г ( b \когда два противоположных края свободно оперты| у ~ | ,

/ , а \а два другие жестко заделаны х = ± 7>-
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Задаем функцию wk fy) в виде

, . кяwk(yj=sin ----- b + 2y) 
2b (3.1)

Подставляя (3.1) в (1.5), получим:
b i = к

*ki = 2
0 i«Ak

/ krc Ր b i = к
Pki֊ l ь 2

0 i=#k (3.2)
/кя\< b J ь

Yki =* \ b / 2
0 i փ к

0 I =0,2, ••••
<h = 4q b

Diu 2 i = l,3, ••••

Из системы уравнений (1.4) останется уравнение

^(x)-2fk(xj (т) ~fkW It) +x _Dkx 

k-1,3,...
Характеристическое уравнение для определения fk (х) будет 

корни этого уравнения суть:

Տուտս = : «к ± «?к)> 
где

Тогда решение для fk(x можно написать в виде

Լ(.\ =А kchak х СО5?к х Ao^h^ х cos,3k х A,jk chak х sin,3k х
4- Alkshakxsin?k х.

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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Частное решение уравнения (3.3) для постоянной нагрузки берем 
в форме

fk (*)
4q 1

Dk« /кте\* ...
Լ ь / ՜' к«=1,3- •• (3.8)

____ *
Составив общее решение fk(x)=fJcix) -г fk(x) п удовлетворив гра- 

. аличным условиям закрепления на краях плиты х = - -֊-.получим.

A2,k = A3,k = 0

А1,к
4q______ 1_____

Dkic /ктсХ*՜՜(ь) -Н4

ак а Зк а аь а Ցւ. а
ак ch ֊ .у sin -у փ ?кsh cos֊֊֊

. М Sa . я «ка . акй
ак Sin ֊շ֊ cos-у - (ik ch у տհ շ

(3.9)

1A = ֊-4<Լ Л|։к Dk~

aka pka aka . £ka
«к sh -y cos —շ- ?k ch — sin -y 

• v Sa՜ M , a . «кЭ W 
Г л «к sin ~ cos -у -I- ?k di — Sh -y

Окончательно прогиб w(x,y) будет иметь следующий вид:

w(x,y) м
к=1Д

sin кп;Ьу2У>
2о

, ак а Рк а aksh—у- cos —

. ?к а рка 
aksin-y-cos —

զ . aka . ?ка
-?kdi-y sin -у

sh«fc x sin 3k x —aka aka Л ,K
•b ₽k sii -y di -y

1

. aka . ’ M , я . aka 
akch֊y sin ֊—֊• ?ksh -y cos -y- 
---------s---------- “---------------- ------------— chak x cos3k xM ?ka aka aka rk
aksin —q—cos -y- -l-₽kShy ch —— 

(3,10)

где величины D = у-—77 , X4 = у a ak и £k даются уравне­

ниями (3.6).
4. Изгиб прямоугольной пластинки, лежащей на упругом 

основании, все края которой жестко заделаны, действующая на­
грузка равномерно распределенная.

Берем шк (у) = տա у— տա . (4.1)
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Подставляя (4.1) յ (1.5), получим:
Ь • 1
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0 i =Ւ 1
Գ = qb . .

2D 1 = 1

Для первого приближения k = i=l получим:

Дифференциальное уравнение для определения f։(x) будет иметь 
вид:

>!VW- 4 (v)‘ < «+ (v) т +х< f- W = f D (4-4)



492 Б. Л. Абрамян

Частное решение этого уравнения берем в виде:

36 туугв֊г (45)
\ь / 3 +А

Общее решение уравнения \4.4) будет:
f։(x) = AjjChajX cospjX 4֊ AnjShajX cos^x т AJtcha։x sinfox 4-

+ Anshatx sin ₽։x 4֊ т—ttTa--------  (4.6)
(f) 2з
\ I

Удовлетворив условиям Լ ( . Հ )=f. [ ± = 0. получим:

An = A3։ = 0
. a5a . M I c ։ La= _ 4q J______  g-Ch Հտւո՜շ՜

J: 3D 7 " \* 16 . .. La ₽։a , t a(a . a«aԱհ ՜Յ՜ + У «։տա J cos Ա 4- L sh -Ա ch -

Au =

4 a.a La , . a.a . La4q 1 a, sh ֊Հ cos ֊Հ - f-,ch ֊■ Տ.Ո-Հ 

3D I те \4 16 , ,, La La , e . a.a . a.a( b ) Т + л «ism-J-cos 4֊ M։ -‘֊ ch -Ա
(4.7)

где

(4.8)

Подставив (4.6) н (1.3), при 
иие для прогиба w(x,y):

к ֊1, получим следующее вираже-

( ь-) т+*4
. a.a La 0 . a.a . La<xtsh -’г cos —֊- Յհ-Ii -Հ ■ տա . ’

Л Հ Հք ձ

La La . օ . а,а . a.aa։sin-^֊ cos ֊Ա 4֊ձտհ ֊Ա ch -Ա
sh a։x sin p, x

(4.9)

. a։ a 3.a . - .a.a a.a aj ch -< sin % 4֊p։ sh cos ֊^-

• Pt® .a I a.a , a.aa, sin Ա cos ■ \ 4-p։ sh -J— ch -A-
ch a։x cos Lx
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shajxsin^x— (4.10)

Для оценки точности решения (4.9 приведем сравнение резуль­
татов для квадратной плиты без упругого основания, вычисленных 
по формуле 4.9) и акад. Б Г. Галеркиным [2].

По формуле (4.9) решение получаем в виде

w(x,yi ։w,(j,y) = .j֊։ ) 1 4-

я։Ь ?։b c . a b . H.b a։sh .7-COS *, — \ch Jr-sinI 4* — — 4*
. Ւ. b b . - . at b . a. b sin .* - cos ’ 4- "։ ch sh - «М *-*

. sc. I) . Ց b a b 3։ b •«tch *>- sin Հ- -f-sh —~ cos ~~
-Д-i------ТТЛ"--------------- Z--------u Ch aix COS 31 x >3« b ?. b . o . a. b . a. b ‘ '1a, sin cos ~'շ- 4֊ 31 ch £֊ sh 

где b —сторона квадрата,

«, = 4,236 b

= 2,192֊-. (4.11)

Прогиб в центре плиты определится уравнением:

w(0,0)= 1

a. b . 3, b . 0 . a. b 3. b a, ch ֊-y sin - +t?sh cos Հ-

- 3i b 3i b a. b . cc. b at sin cos 4- Յէտհ շ ch -Է

что при v = 0,3 дает:

w (0,0)^0,01389 .

Б. Г. Галеркин для этого случая дает:

w (0,0) ^0,0138 -9^-

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Сравнение этих результатов показывает, что решение (4.9), со­
ставленное в первом приближении, дает для практических целей 
достаточно точное значение прогиба.

Сектор Математики и Механики 
Академии Наук Армянской ССР.

Поступило 4 XI 1948.



494 Б. Л. Абрамян

ЛИТЕРАТУРА

1. Л. В. Канторович и Н. И. Крылов—Приближенные методы высшего ана­
лиза. ОНТИ. 1941, Москва,

2. Б. Г. Галеркин.—Упругие тонкие плиты. Госстрой и здат. 1933, Москва.ք'. I,. IJ.pruihuitTjinGԱՌԱՋԴԱԿԱՆ ZbUfbPb ՎՐԱ ԴՐՎԱԾ UULbPb ԾՌՄԱՆ խՆԴՒՐՆհՐհ ՄՈՏԱՎՈՐ ԼՈհԾՈհՄՆեՐԸԱՄՓՈՓՈՒՄ
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սալերի ծէէման իւնդ ի րնե ր ի մոտավոր լուծման եդանտկ։
Ենթադրվում Լ, որ աոաձգական հիմքերի դիմադրությունը ւոեդի 

ունի գծային Օրենքովւ
Օդտադսրծ ված է Լ. 'Լ, հոնաորովիչի մեթոդը սալերի եդրային պայ; 

մանների երկու ՚}եւդքի համար.
ա) երբ ու դդանկյան երկու հանդիպակած եդրերր ադաա հենված ենէ 

իսկ մյուոներր ամրակւ/ված.
ր) երբ բոլոր եդրերր ամ րակդված են •
Ս աադված են ճկվածքի համար րանաձե երէ երբ սաքերր գտնվում են 

հավասարաչափ րաոիւված րեոի ադդեւյոլի/յան տակ>
^*յդ րանաձե երր աոաջին մոաավորոէ թյումր տալիս են ճկվածքի հա­

մար գործնական բավարար ճշտություն ունեդոդ արդյունքնևրւ
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