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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Т. Т. Хачатурах

Устойчивость круговой цилиндрической оболочки

Задачи об устойчивости замкнутой цилиндрической оболочки 
при действии продольной сжимающей силы, равномерной поперечной 
нагрузки, крутящих моментов, а также при совместном действии про
дольной силы и поперечного давления, решены в работах ряда'авто
ров (Мизес, Тимошенко, Шверки, Доннель, Флюге, Зволннский, 
Муштари, Галеркин и др.). Кроме Галеркина, указанные авторы свои 
решения базируют на уравнениях Лява, при некотором их изменения 
в сторону упрощения. Галеркин пользуется нм же выведенными 
уравнениями.

В 1944 г. В. 3. Власов опубликовал работу [1 ], в которой урав
нения Лява уточнены в деталях. Предложенные Власовым урав
нения, в смысле последовательности в учете малых величин оди
накового порядка, являются наиболее совершенными.

Ниже, на базе уравнений Власова, дается решение задачи об 
устойчивости замкнутой цилиндрической оболочки при одновремен
ном действии продольной сжимающей силы, поперечного равномер
ного давления и крутящего момента. Из полученного общего реше
ния, в качестве частных случаев, получаются решения отдельных за
дач. рассмотренных указанными авторами.

1. Уравнение устойчивости, приведенное в работе Власова, 
имеет следующий вид:

V*?+2V«?֊V‘T-2(1֊«) (а? - V4-120-’’) 5,

= n Ns (հ ՜ճ ՞՜տ՜ ж ՜ Ч ՜т. +1 + 9 оа Լ » оа I J\u? /

I (u)
где а н безразмерные координаты в долях радиуса оболочки R, 
соответственно по образующей и дуге круга. коэфпцнент Пуас
сона, 5—постоянная толщина оболочки, D цилиндрическая жесткость, 
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Т։ и Тз—нормальные усилия вдоль а и £ в момент потери устойчи
вости, Տ —сдвигающее усилие, շ-искомая функция перемещении,

Vs==
Ժ’ _ д' 
дх- 1

Перемещения, усилия и моменты выражаются через փ форму
лами, приведенными в вышеупомянутой работе Власова. Выражение 
для радиального перемещения w, которым ниже мы будем пользо
ваться, имеет следующий вид:

w=V4<p. (1.2)
2. Предположим, что на замкнутую цилиндрическую оболочку 

одновременно действуют равномерно распределенная поперечная на
грузка q, равномерно распределенные на концах цилиндра продоль
ные сжимающие усилия Т и крутящий момент М, который осущест
вляется также приложенными по концам цилиндра равномерно рас
пределенными касательными напряжениями. Тогда в (1.1) можем 
принять:

հ=_т. т’=-qR; (շ.!)

Уравнению (1.1) можно удовлетворить, полагая его решение 
в следующем виде:

Фт Sin(X,na-п?). (2.2)
ш

Здесь п—число полуволн в направлении окружности,

V=֊֊-. (23.)<4

in -число полуволн но длине цилиндра, а -длина цилиндра. На
чало координат принято на одном из концов цилиндра.

Подставив (2.2) в (1.1), получим следующее характеристическое 
уравнение (опустив для удобства индекс m при Х;11).

(A’4֊n5)*֊ 2(X:֊)֊if)a—(X--ш)Ч-2(1- a)X5(V-n*)4-k<k*- 
— (л2-՛ n2)2[t1A2—t:(n:— 1)—2SXn]=O (2.4)

Здесь введены обозначения:

t-JRL. t-9R!. s->1- D , >։— D , b- м
2kD (2-5)

k‘=12(l֊a=)^; D= (֊V)
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Полагая, что Т. q и М возрастают пропорционально, можем 
дринять

t|=Yit; է,=ր։է; տ=ր,.է (2.7)
Учитывая (2.7), из (2.4) имеем:

I ■ (ХЧпУ- 2(Л»+п»)Я-1+2(1 ֊ց) - ֊ ,̂т

’ Y|A’~ Т-.(п’֊1) • 2гАп
(2.8)

Критическое состояние оболочки характеризуется тем, что при 
кем величина է принимает минимальное значение. При этом лип 
должны быть такими, чтобы решение (2.2) удовлетворяло также 
условиям закрепления цилиндра на обоих его концах.

Для очень длинного цилиндра удовлетворение граничных усло
вий не требуется. В этом случае из (2.8):

I) полагая у.— Հ, 0, у։ 1. п—0 и подбирая лтак, чтобы I ока
залось наименьшим, получим решение Лоренца Тимошенко для кри
тической продольной сжимающей силы;

2) полагая т,—у,-О, ՛' — I, а—О и принимая п—2. получим из
вестное решение для критического поперечного давления;

3) полагая հ:=հ:=Օ, Tj=I, п—2 и подбирая X так, чтобы է ока
залось наименьшим, получим решение Шверина для критического 
крутящего момента.

Таким образом, для всех указанных частных задач решения по
лучаются из (2.8) в обычном порядке в все они совпадают с извест
ными результатами. Общая задача об очень длинном цилиндре, когда 
?։• Ն» Та все отличны от нуля, особого интереса не представляет. 
При наличии продольной сжимающей силы обычно выпучивание про
исходит от эйлеровой критической силы. Более интересным является 

| задача о короткой оболочке и оболочке средней длины, когда долж
ны быть удовлетворены также и граничные условия. Эта задача, т. е. 
определение минимального значения է из (2.8) при соблюдении ւ ра- 
ннчных условий на концах цилиндра облегчается, если:

I) ограничиться удовлетворением граничных условий только 
фя радиального перемещения w (которое является главнейшим):

2) упростить (2.8) путем отбрасывания: а) единицы в числителе 
и б) единицы при հ. в знаменателе, т. о. вместо (2.8) определять 
I по формуле

|А‘ " ’՜ 2(Л՜’ "՜յ 2(1 71 гр (Х’- ирр՜ (2.9) 

“гД’Тт-.п’ТгъАЙ ՜
3) в окончательных формулах пренебрегать единицей пи срав

нению с к1, т. е. принять:

Հ 12(1—о’) • ֊ ± 1 = У 12(1-»’) У (2.10)
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Для металлических оболочек все эти упрощения вполне прием 
демы, поскольку последние имеют очень малую толщину (по срзв- 
нению с их радиусом). Для железобетонных оболочек, когда отно
шение R:o будет порядка 15 20, эти упрощения могут внести неко
торую неточность (главным образом первое). Однако получении! 
здесь результаты также могут быть вполне удовлетворителышми 
так как в железобетоне большей точности не требуется (модул։ 
упругости железобетона может меняться в больших пределах, че> 
минимальные значения выражений (2.8) и (2.9).

Введя вместо п новую переменную г

z = ֊֊ (2.11)

и подставив (2.11) в (2.9), после сокращения на а3, получим:

, JW)’֊2(4z’)-2(i -«) У֊ + (2.12)

Из условий ժէ/сл-'—0 получим следующую зависимость между л и z

A(14-z*)=k. (2.13)

Введя (2.13) в (2.12), получим:

I (2 |4)

t-2

Вторая производная ։ показывает, что (2.14) есть минимально։ 
значение (2.12).

Радиальное перемещение w, согласно (1.2) и (2.2), выразится гак

*=Ч(*гп- • n’)’Sin(Xma- ո₽) (շ J$.

Поскольку мы ограничимся удовлетворением граничных уело։ 
только для w. в (2.2), а следовательно и в (2.15), берем , 
члена ряда. Полагая, что края цилиндра свободно оперты, имеем:

w=֊0 при а—0, а -Հ .
К (2.16)

Из (2.15) и (2.16) получим:

[?,(Հ- ո։)’+?.-(Հ -ոփ|Տա пв=О (2.17)

^(tf+n’rSmk -пЙ + тДй? ո’)’Տ1ո^ճ-ոթ)=Օ
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Имея в виду, чти Ւ 0, ф3=г0, а координата ? переменная, нз (2.17)

?.2=Վփ2 рс, (2.18)

где р-произвольное целое положительное число, а

Введя вместо z его значение из (2.11), формулу (2.13) можем 
представить так:

V -J- n’=kX. (2.20)

X, и входящие в (2.18), являются корнями уравнения (2.20). Сле
довательно:

Хд փ ~ к
(2.21)

ХдЛ = па

Из (2.18) и (2.21) находим:

к—2рс
Л'= շ

№ ' 4= к'4с£ (շ.շշ)
**

у/к՜2 ֊ 4 р2с' 
Ո՜ _

В зависимости от произвольного целого числа р, из (2.22) по
лучим два значения для z, входящего в (2.14):

— ֊֊ = /k-f-2pc
2յ՜ Հ Vk-2рс

и (2.23)
_ JL = /к~2рс

z’ К у k-f-2pc

Подставив z։ п z2 нз (2.23) в (2.14), получим два значения 
для է:

к’(к—2рс)—2к—2рс.
- t=2--------------------- --------- *-------------------- (2-24)

Г1(к—2рс)4-г2(к֊~2рс)-г2гаф' к- ֊ 4р5с-
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1 —а к’(к+2рс)-2к+2рс— |
է=շ______________________________________

Г։(к4*2рс)4-ь(к-2рс)Н֊2гУк’- 4pV

По заданным у։, Yi и нужно подобрать такие значения числа 
р, чтобы правые части (2.24) и (2.25) оказались наименьшими. Мень
шее из значении է, определенное из (2.24) и (2.25) указанным образом, 
будет критическим числом.

Заметим, что при определении п перед корнем правой частя 
(2.22) мы брали знак плюс. Если бы мы брали знак минус, то этим 
в знаменателях (2.24) и (2.25) знак перед ՝(-. оказался бы отрица
тельным. Но при этом в (2.2) также должны были менять знак пе
ред п, а это приводило бы к повторно։։ замене знака перед у3; сле
довательно вместе с предыдущим опять получается перед у0 знак 
плюс. Таким образом, в (2.24) и (2.25) величина всегда должна 
быть положительной, независимо от направления крутящего момента 
М. Величины Yj и у2 являются положительными соответственно при 
продольном сжатии и поперечном внешнем давлении. При растяже
нии и внутреннем давлении знаки перед Yi и должны быть заме
нены на минус.

При положительных у։ и всегда наименьшее значение для է 
дается (2.24), причем число р должно быть взято наибольшим из 
всех возможных. Последнее ограничено тем, что подкоренное выра
жение должно быть действительным числом. Следовательно

к-2сРШм >°

k-2c<Pmai+l)<0

Кроме (2.26), если иметь в виду, что наименьшее число полу
волн в направлении образующей не может быть меньше единицы, 
то мы должны принять

2cPn,ni=l(_2c- (2-27) (

При этом из (2.22) и (2.3) получим следующие значения для 
чисел полуволн

т, = I
1/

(2.28)

(2.26)

п - )<кс с-
Подставив (2.27) в (2.24), для 

է получим следующую формулу
наименьшего критического числи

2ск:-2к-(1-с)( ! - ֊Հ ) 

train = ————— —;■
YjC-4-у2(к- с) —2y3 У ск- с-

(2.29)
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На основании (2.10) последний член в числителе (2.29) всегда 
можно опросить. Кроме этого можно принять кс—l^kc, т. к.

Ив кс=к Հ/12 (1 - а5) . (2-29)

- Г Тпредставляет по сравнению с единицей большое число. 1аким 
образом в качестве расчетной формулы для t։njll получим формулу 

____________2ск'-____
Yic+T.,(k-c)-j 2тг]/ск֊с։ ^'31^

Для не очень коротких оболочек в (2.31) можно принять 
к — с;^ к.

Рассмотрим частные случаи.

1. Продольное сжатие цилиндра

В этом случае т3=Та=0, у, 1. Получим

hnin ~ և (2.32)

На основании (2.5) находим
D Е 8’ (2.33)

Это есть формула Лоренца—Тимошенко. [2)

2. Поперечное внешнее давление

В этом случае у, '6“0; 1. Получим
է • = -^=է ]m>n к_,с Ч

Из (2.5) находим
D _ 2к:с D

<1кр — RS և- к_с • RJ

(2.34)

(2.34)

Формула Мизеса для данного случая имеет вид[2]: (в наших 
обозначениях)

D / и , , 2па—1- ծ ,\ . Ео с* ,,, ос-Чкр ’ R’(n ՛ п* : с’ ' с ) +V(n։-l)(n’+c’)’ (~35

где п число полуволн в окружном направлении.
Если в (2.35) подставить значение в из (2.28) и полагать 

кс֊ 1Йкс, к3 փ с1 ~ к3, то получим (2.34). Следовательно (2.34) рав
носильна формуле Мизеса с той разницей, что у последнего реше
ние дано в неопределенном виде (п является в 2.35 неизвестным, его 
нужно подобрать), а (2.34) и (2.28) задачу решают вполне опреде
ленно.
Известия I. б—33
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3. Кручение цилиндра
В этом случае у։-=у3=О; հ3=1. Получим

k«nin ՜՜ ■ -... — տ
v'ck— с-

из (2,5) находим критический крутящий момент

<՝к'՜MKps=2O.s=2r. -1— . D (2.37'
\/ск с-

Эта формула очень близка к формуле ՝Муштари|3|

4. Совместное действие продольного сжатия и 
поперечного давления

В этом случае ув=0. Принимая т-=1, а за Հ} отношение

П = (2.38)
из (2.31) получим:

l,nin = r.c+k-c = էշ (23i

Критическое давление q согласно (2.5) определится формуле

D . 2к3с О ...
Т։СД-к-с * R“ <2,4Ч

Для случая закрытой цилиндрической оболочки, подвергну к 
действию равномерного внешнего давления, имеем:

•>=|=4 <2Л»

В этом случае (2.40) дает

Як k-0,5с R3 ’ Ա,4Պ՝
Решение Мизеса для этого случая имеет следующий вид[2]

Е5 1
Чкр՜ -р- n2-f-0*£C-

с4 շ1֊ լ---- ւ. _  ____(п24-с’)а(п’+с։)։ 12(!֊O"-)R2 v 1 (2.43)

Если в эту формулу подставим значение п из (2.28), то получ: 
(2.42). Следовательно (2.42) равносильна формуле Мизеса, в котор 
следует л определить из (2.28).

При Հյ отличных от (2.41) решение задачи дается формул 
(2.40).
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5. Совместное действие продольной сжимающей силы 
и крутящего момента

В этом случае т2=0. Полагая г։=1, а определенным из от
ношений

■ (2.44)

из (2.31) имеем:
2ск-t,nin- , ?Ск——-S. (2.45)

Г։с֊}-2\/ кс - с’
Критический крутящий момент будет равным 

к*сМко =2kD*s— 4к-------- ---------- D. (2.46)
Г։с4-2У ск — с’

6. Совместное действие крутящего момента и попереч
ного давления

В этом случае Yj=O. Полагая т4=1. а у» определенным из от 
ношений

Га=" 2wqR3 ’ (2,47^
получим:

Критическое давление q определится формулой:

2ск։
‘П)Н1 -t=. (2.48)

к—с4-2у;1ф ск с-

П =О t.=_____  2£iL _.Ռ Ր4Պ
1 Чк R’՝ k_r + 2y։X^r R’ ’-49)

Возвращаясь к общему случаю (2.31), мы можем принять один из 
.коэфнциентов у3, тп равным единице, а два остальных коэфицнентз 
определить как отношение соответствующих нагрузок. Например, 
полагая г-=1, должны у. и т3 определить так:

Т ЛА _ •
Г‘ — qR ; Y։= 2«iR՜- (2'о0>

Тогда из (2.31) будем иметь:
2с к2

^min ~ Т~ —~ ^2- (2.51)
Y,c ♦ к -с4-2г3у/ск- с2

» Критическое поперечное давление определится формулой:
D, D

Як из Ч -------- - рз • (֊.51)
к YjC-f-k—сН-2т3у'ск- с* к

Во всех приведенных частных случаях, а также и в общем слу- 
чае (2.52) количество волн в продольном и поперечном направлениях 
определятся формулами (2.28).
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Примечания

I. Построенное общее решение (2.52), а также все частные ре
шения (2.33), (2.34), (2.37), (2.40), (2.46) и (2.49) были основаны на 
следующих упрощениях:

1. Были удовлетворены только краевые условия w=o на обоих 
концах цилиндра;

2. было принято
Г; ( др ^Т-‘ др ’

3) в окончательных результатах были приняты:
k2±lfeks

(в) 
ck— l^rck

Если бы мы исходили вместо основного уравнения (1.1) из бо
лее простого уравнения:

—з io/։ -1 R2 Гт' & тс & осо д‘ л / \. [г —-Тг._+25 ^3j v4 .-(с)

то пришли бы к тем же результатам (2.52), (2.33), (2.34), (2.37), 
(2.40), (2.46) и (2.49). Эю показывает, что все члены в левой части 
(1.1), не учтенные в (с), но сравнению с членами 

малы как единица по сравнению с к2 и кс (это утверждение верно, 
если оболочки на криволинейных краях имеют опоры, обеспечиваю
щие там w-о и не всегда верно, если на криволинейных краях опор 
не имеется).

11. Формулы (2.52), (2.34) (2.37) (2.46) и (2.49) дают несколько 
пониженные значения критических нагрузок, т. к. при определении 
минимума выражения (2.12) мы полагали X непрерывным. В действи
тельности должны были подобрать два ближайших целых числа в вы
ражении л—ст (именно т—1 и rn-i Г) так, чтобы (2.12) при Х=ст 
было меньше, чем при д=с (т—1) и л֊с (т֊[ 1). Такой путь осложнял 
бы математические выкладки и мы не получили бы компактные рас
четные формулы. Полученные формулы предпочтительны еще тем, 
что нам нужно иметь некоторый запас для учета дефектов оболочки 
(недочеты при изготовлении и пр.).

111. Формулы (2.52) (2.33) (2.34) (2.37) (2.46) и (2.49) могут быть 
применены также для проверки на устойчивость незамкнутой обо
лочки. В этом случае ^только надо в формуле (2.28) вместо п под

разумевать п “ , где О есть центральный угол оболочки.

Сектор Математики и Механики Поступило 4 XI 194S.
Академии Наук Армянской ССР.
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Р*. 1։>սւԱո»րյսւն

ԳԼԱՆԱՅՒՆ ԹԱՂԱՆԹՆեՐհ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ

Ա Մ Փ 11 Փ П Ի Մ

Աշխա ա ա թ քան մեջ արվում է դ չանային թաղանթների կա յո»ն »»։ — 
թյւոն խնդրի լոէ ծումը, եըը թաղանթի վրա ազդում են ընդերկայնական 
սեղմող ուժեր, ընդլայնական ճնշում, և որոշ մոմենտներ։ ինչպես 
կական թվի, նա յնպես և ււ/էիրների թ վհ ը ի համար (ընդերկայնական
ուղդութ Աէմր և թաղանթ ի շլ՚ջադծի ուղղությամբ) տրվում են պարդ րա֊ 
'էւաձևերւ քէրպեււ մասնավոր դեպըեր/ աշխաաու թ-յան մեջ արված ըււծէււ֊ 
միդ սաացվում /Л» Լորենը֊ Տիմոշենկո /ի, Միդեսիէ Շվհրինի և Ս՝ոՀշա արու 
դիտած մաւՀհավոր խնդիրների լո ւծ ո ւէՈւ ե ր ըէ Աշխատության հիմրում 
ընգւււնված են Լքավի րանաձևերը, որոնր ճշտված են 19-i‘i թվին 'Լլասութւ 
կողմիւր Սահմանային ոլայմանն՚ւրիշյ րտվարա րվու մ են միայն ոադիալ 
տեղափոխման վրա դրված պայմաններր։
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