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СТРОИТЕЛЬНА»! МЕХАНИКА

С. А. Амбарцумян

Безмоментная теория анизотропных оболочек

Настоящая статья посвящена расчету анизотропных слоистых 
оболочек во так называемой „безмоментной теориикогда напряже­
ния о? моментов и поперечных усилий столь незначительны, что ими 
можно пренебрегать.

В отношении равновесия задача безмоментной теории оболочек 
статически определима: поэтому статическая задача безмоментной тео­
рия анизотропных оболочек самостоятельного интереса не представляет.

Однако, перемещения и деформации анизотропных оболочек ври 
безмоментном напряженном состоянии существенно будут отличаться 
от таковых, найденных для изотропных оболочек.

Укажем, что все условия, необходимые для существования без- 
момеитного напряженного состояния данные для изотропных оболо­
чек остаются в силе и для анизотропных оболочек.

/. Основные уравнения. Непосредственно из уравнений равнове­
сия общей теории оболочек, для безмоментной задачи имеем [1. 2]:

I /Ժ В Տ , дАТ» Ժ В Ժ A.r \ v пծ ՛ 1 1 I г «л м
АВ I Ժ» да ԺՅ '

к.Т, • fc.T2—Z*

• Здесь и 11 дальнейшем будем придерживаться известных обозначений

Как нетрудно заметить, количество неизвестных Tlt Т2, S соответст­
вуй количеству уравнении, т. е. имеем статически определимую задачу.

Для перемещений можем написать [3]:
1 ժ u 1 Ժ А 1 1 ., т , т \

' АЙкАВ ЙУ * Ն' * ՜ TiS (1"Т| ՜ Г’) ’

1 д В . 1 a v , . 1 /а т՝ . т՝ \ 1 оАВЙк11 Կ< ЙЗ k’w = Wa(nT։ ‘”т,)’

_ А д /_и\ В ժ I v \ 1
“ ՜ В Ժ? Լ А ) + А Լհ՜,7 շ®։».

Здесь мы ограничиваемся рассмотрением слоистых оболочек симме- 
гричного. относительно срединной поверхности, строения, когда каж-



462 С. А. Амбарцумян

дый слой является ортотропным н главные плоскости упругой симме­
трии всех слоев взаимно параллельны, а одна из них в каждом слое 
параллельна срединной поверхности [4]. Считаем, что гипотеза Кирх- 
гоффа-Лява справедлива для всего пакета в целом; тогда для tik будем 
иметь [3]:

1 п+1 n S / \= Т Bik 5хж-^։ви< (?s-3s+i) 1.3

одновременно
а = (։» t« - t’J • 1.4

Здесь постоянные для любого слоя определяем из соотношений 
W (фиг. 1).
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гдеЕ$, Gas—упругие постоянные, , |^т — коэфициенты Пуас­
сона. В частном случае, если будем иметь однородную анизотропную 
оболочку, то:

Мк ~ Bjk — Bjk . 1.6

Напряжения в каждом слое определяем посредством формул: [4,3]

Оа ֊ В է В £ , о, ֊ В € В £ , Т֊а — В <«> . 17а м ։ ‘ »з а ’ ? ia > 1 из’ «ф сл ։•/

При выводе этих формул, ввиду безмоментности задачи, принято, что 
изменения кривизны весьма малы. Остальные компоненты напряжении, 
в силу их громоздкости, здесь не приводим |3].

2. Цилиндрические оболочки. Здесь мы изучаем цилиндрические 
оболочки произвольной формы, но будем изучать только такие за­
дачи, в которых внутренние усилия известны.

За координатные линии принимаем образующие и направляющие 

цилиндрической оболочки; тогда: А=В=1, к։=0, ка=к2 (р)=—< Рас­

смотрим два примера [2].
1. Расчет обшивки овальной рубки, составленной из анизотроп­

ных слоев. Пусть рубка находится под действием равномерно распре­
деленной нагрузки, нормально приложенной к поверхности обшивки. 
При этом:

Х=У=0, Z==—P=const.

Далее примем, что опоры являются 
плоскостях, но не могут восприни­
мать усилий, действующих по на­
правлению а (фиг. 2). Тогда: 
при օ=Հ), a—L, w=0, Т։=0 
уравнения равновесия примут вид:

ат, «ժտ _ ժտ «Պ _ о 
да ԺՅ ’ да др

|т,= - Րր. 2.1

Решением этой системы для вну­
тренних усилий получим [2]:

Т. — - Ра —— ֊1— , Т = ֊ Рг

s=p I՛ «_.Լ)։1г. 2/2
\ 2 /

Подставляя значения внутренних 
усилия в уравнения деформаций 
[1.2] и учитывая все условия дан­
ной задачи, получим:
Известия I, 6—32 ■»

абсолютно жесткими в своих

Фиг. 2.
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ժս 
տ>= 0,

_p
25Զ

Г «(a L) dY
լԿ’ր *։ շ dp-

dv SV p a (a L) d’r--
~ г 25Զ 2 d^=

ժս , ժս p / L dr \
ժ« 25tu

( ’ 2՜ d?

2.3

Подставляя значения деформации в формулы (1.8), получим формули 
для определения напряжений в каждом слое оболочки:

Հ" - >Լ-1 (ljm 1 в™ 1 |г-( в" I - Вга I )“|д, 1 ՀԱ 
* 25Q I »» 13 •> »• \ ч а 19 Q / 2 UjJ’j

om_ P [/ Rm nm j *(* —L1 ll’r _ / Rm . om \ 0 .
և 1 2 dp I « Լ ՜քԼ *J r * 2/1

Для определения перемещений необходимо совместно решать урзвш 
ния (2.3); при этом надо учитывать все контурные условия и ст 
метричность задачи. Выполняя вышеупомянутые действия, для on pi 
деления перемещений получим следующие формулы:

и = ргu 25 Զ
Р_ Ь>

Ш Զ
Նլ
2 4 I <•

v _ р (L _ ha\ I) dr
2 5 ( tM Qf 2 d8

-4-5^«(«’-շ«։ւ;լ’) d’r 
d?’ ’

w= - & [' u- +“<« - լ) $ - йй -2“։լ+լ’Փ) •
Для каждого частного случая, имея значение г--г(р), легко мож® 
определить все интересующие нас расчетные величины.

//. Цилиндрическое перекрытие. Рассмотрим цилиндрически! 
оболочку произвольного очертания под действием собственного веса 
интенсивностью q. При этом уравнения равновесия имеют вид (2):

</Г| I ԺՏ ԺՏ 1 Ժ1Հ с.
oi + 7 ժ» °֊ л, 7 = ч- ь.п?.

Т. = — q г. cos?. 2.|

где у угол между нормалью к срединной поверхности и верти­
калью, г радиус кривизны поверхности.

(1 rSin»<F) 2.7
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Угол <? связан с дугой Д зависимостью г d <р = d р. При различных у 
формула (2.7) может дать различные направляющие, которые будут 
кривыми второго порядка. Принимая, что перекрытие не имеет про- 
межу точных опор, свободно оперта по торцам | у. -Է- j и сим- 

метрично относительно плоскости ? = ? 0, для внутренних усилий
получим [2]:

Cos? 2а
Ն= ֊ Ч ր> ր _ւ_ Հ . Sin, • S = ֊ S

2.8

c, q4 2-фу (2-|-cos-?) , _
где S — - ---------- !------------- — sin? - значение усилия 8 в плоскости

- I • у’sin2?

4 q4a , „ 1 -y.sin’c®
*= V’ r. = о О + Y • sin։<p)% I-3(1+ r) ,, , . .* ’ 8r. 4 ' К ՛ ։ / (H-Y-sin2? . Cos? —

— значение усилия Т, в плоскости а=0. Принимая цор = - 0, по­

лучим: в” = Е™, В™ = Е™, В” = G$ , В՞1 = 0 .

При этом 
է,, = 0, в силу 
маний найдем:

чего Q = tut22. На основании полученного для дефор-

ժս
4 = — 

tfa 25է

д\՝
с.= Հ՜ I 2.9

1 ժս dv _ 1 2а
г Ժ? dot 25te< I.

Подставляя (2.9) в (1.8), легко можно найти формулы для определе­
ния напряжений в каждом слое:

m ш Чր՛ COS(P
°f= 2ou

2.10

в"‘ 1 2a
28tw I ՝

w =

т; ,

Ճ Т=<’>>201..}

Решая совместно уравнения (2.9), при этом учитывая все контурные 
условия, получим следующие формулы для определения перемещении:

1! 6 ֊ ± т .
25էո Լ 3 LJ ‘
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v _ /я2 _ у\ տլ 1 / а*  _ 5 \
28 \ 4/ _tML 31п \ L3 4/ г d?

I | г / 2 L’\ 1 dS*  .
w = — I — т.. (т) — а25 lt„ 11 W \ 4/ [ tC6L d?

1 / а2 _ _5_\ J_ ՃՈՀ՜ւ J 
3tn է՜Խ 4 / r d?a I ’

2.11

Пример расчета. Рассмотрим круговую цилиндрическую обо-' 
лочку, состоящую из трех ортотропных слоев (фиг. 3). Пусть наруж­
ные слои будут вдвое тоньше, чем средний слой, а соответствующие 
упругие постоянные наоборот во внешних слоях вдвое больше, чем 
во внутреннем. При этом, как нетрудно заметить:

6- = 53 = 5, 32=7р, где 1Լ=0,5.
Обозначим

_Bjk 
mik ~ о ' 

bik

где Bik относится к внешним слоям (1-ый и 3-й), a — к вну­
треннему слою (2-ой). Замечая, что для трехслойной оболочки п=1, 
из (1.3) получим:

t»k = 0>75 Bjk .

Для круговой цилиндрической оболочки, принимая у—0, получим, 
г = г0. Тогда для внутренних 
усилий найдем:

Т

Т,-

/

Фиг. 3.

4а2 \
cos?,

- qr0 cos? ,

S = — 2qi. Sin? •

Для напряжений получим: в 
крайних слоях

О1Ч= О1?1 = -

cos?,

։ !3! QQ, „||1 ‘3|
°Р=Ч ձտ™’’ 5bsin<f’

в среднем слое
OI2| = _ qL3

125г0
12! qr«

COS?, Og — ~ COS?, 
3
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.։շ։_ qx с ֊= ՜ ~ * Sin?. 
1,оо

Перемещения определяем, пользуясь формулами(2.11). Подставляя зна­
чения внутренних усилий и учитывая условия задачи, получим:

qlJ /. ֊I х? 1
и ֊------- -* ------ 1-------------cos?,6Гс,5Е։ к 3 L’/

3. Весьма пологие оболочки. В силу большой пологости обо­
лочки коэфнциенты первой квадратичной формы при днференциро- 
нянин принимаем за постоянные |3]. и при соответствующем подборе 
координат приближенно принимаем Ограничиваясь рассмо­
трением случая, когда X У О, Z -»■ 0, для уравнений равновесия 
получим:

Ճ1.Լ ^1=0. ֊֊?--^֊=о, 31
да * д$ ծֆ да

к, Ն փ k։ Т, = Z.

Из уравнений статики, после некоторых преобразований, получим:

к. Հ Т, 4- к, Հ Т, = Հ Z . 3.2

к, Հ т, 4- к, Հ Т, = Հ Z . 3.3

к- Հ S -4- к։ д\ S = - д, Ժ, Z , 3.4
где

ժ“ = Ճ֊, ժ“=.Ճ. <уак= .
’ Ժ»’ 3 фк ’ 5 da‘o3k

Из основных уравнений деформации (1.2), учитывая наши 
сылки и произведя некоторые преобразования, получим:

предпо-

k3 Հ u k։ Հ u
2

(k*  t.։ 4֊ k։ tJ7) ժ։ Т։ —

— (kj tn 4՜ к։ էյէ, 3.5

к։ Ժ՛ v փ к։ Հ v и т k« t и) Ժ» T3 —

՜՜ (к- էյյ 4՜ kj է1տ) Ժ, T։ 3.6

k3 Հ w 4֊ kj Հ w «= —
։«•
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շ- լ (tn if. - ։„ Հ) Լ - (է„ Հ -1„ Հ) т, | [ 3.7

Как нетрудно заметить, уравнения (3.2)... (3.7) отличаются друг от 
друга только неоднородными частями.

Таким образом задача расчета достаточно пологой оболочки 
сводится к решению одного однородного уравнения

(к, Հ 4- к։ Հ) ? « О
и к нахождению соответствующих частных решений. Однако этот 
путь решения задачи не единственный и для решения задачи нет 
необходимости искать частные решения всех уравнений (3.2). . . (3.7), 
хотя последнее больших затруднений не вызывает.

4. Рассмотрим один частный случай. Пусть требуется рассчи­
тать достаточно пологую анизотропную оболочку, нагруженную ран­
номерно распределенной нагрузкой Z Р= const. н перекрывающую 
прямоугольный план. Пусть по торцам оболочка свободно оперта; 
тогда

при а=0, а = а, Т։«0.

При этих контурных условиях решение уравнения (3.2) ищем в форме:

Т|« £ Т։в (?) sin Ama, J
m

Ո1Հ
где Хп։ =------

а
Как нетрудно заметить Тх удовлетворяет условиям на торцах a = О, 
a = а. Подставляя значение Т։ из (4.1) и нагрузку в. уравнение (3.2), 
получим:

- Р’п Т։о =0. 4Я
dF

где Բ“=՜է^'

Решая диференциальное уравнение (4.2), учитывая при этом chmmi 
тричность задачи относительно плоскости ? = 0, получим:

Т։в « A. ch Рш?. 41

где Ат — постоянное интегрирования.
Подставляя (4.3) в (4.1), для Tt получим:

Т, = S Ага ch Ря £ sin a 4.4
m

Подставляя значение Т։ из (4.4) в третье уравнение равновесия, 
найдем:

Р к,т. e J----------к‘- X Ав ch Ря ? sin хя< a. 4.J
к 5 к. in

Подставляя значения Т։ и Т, из (4.4) и (4.5) соответственно в пер 
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вое и второе уравнения равновесия и произведя интегрирование, 
получим:

Տ = - 1 Հև. S Am Sh Р„ ? cos Xma 4 f։ (а),
| к2 m

S = 1 Հ*նև  Е АП1 Sh Pm ? cos ХП1а փ ք2 (3).Ւ к, m

Сравнивая эти значения S, приходим к заключению, что fj (а) и f, (3) 
должны быть равны, т. о. должны представлять постоянную вели­
чину. Но в силу того, что задача относительно ? = 0 симметрична, 
S должно быть нечетной функцией ?: поэтому эта постоянная должна 
быть равна нулю. Тогда:

2 Am Sh Р т ? cos Am# . 
т

4.6

Постоянные А™ определяем из уравнения (4.5). Учитывая, что при

Т2 = 0, получим:

4Р
, . п Ь 4.7kjKjnch Pm- -

2

Подставляя значение Am в (4.4). (4.5) и (4.6), получим:

Р 
k.

4Р v ch Рт?
М т т ch PB-k

sin Хиа,

Ch Pm? . Հ 
--------jT Sin Am*

՞ П’ niCh.Pm ~

4.8

4.91 - —S

2

4p_ /к? v Sh P4 
kjK I k2 tn mCh Pe­ cos Am« ■

4.10

Переходим к определению перемещений. Подставляя значения ТР 
Т. и S из (4.8), (4.9) и (4.10) в (3.5), а так же представляя решение 
полученного уравнения в форме:

U= Е ит (р) cos Am*  , 4Д1
rn

после некоторых преобразований получим:

֊Т֊" - р; ch Р„?, 4Л2
Այ,
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где

Bun։
4РЛГ1

2 о к, гс meh Рт — 
2

. ՜ (^з tsa ՜է հյ էյշ) —
‘6$ Kj M

кой (kj tn4՜ kjjtjs)

В уравнении (4.12) правая часть является решением однородного
уравнения; тогда частное решение неоднородного уравнения будет:

н ?.ShPm?. Um 9 р 1 1~ * m
Полное решение будет:

u = S (Am ch Рш₽ + Bm Sh Рш₽ + . Sh Р„?) cos Xm«.
ու 2 Pm

֊1.13

4.14

Постоянные интегрирования определяем из условий: 
а Ь о b Л при р = - - или р =---------- и = 0.

2 2
Выполняя эти условия, найдем:

Вт = 0, А, = ֊֊֊֊ ь
4 Рш

ShPm

ChP„ ֊
4.15

Подставляя значения Ага и Вп из (4.15) в (4.14), получим:

5 к,гс у к, m
1

, '՜ b՜ 
m ch Pm — *

2

? Sh Pm ? -

ShPni 
b 2
2 chp»T

Ch Pm? cos лгаа. 4.16

где
D = ֊ ֊ ձ (k։ Կ֊ Հ ti։) - ֊■ (k, t„ + k, ti։) 

t«e k։2 k52
4.17

Подставляя значение u из (4.16) в (1.2) и произведя интегрирование,
при этом учитывая, что при а = 0, а= a, v = 0, получим:

v =
okjrc m

Sh Pm?-FDPm?ch P„3

1

in Pm ch Pm ֊ 
Չ

Sin 4.18
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Подставляя значение v из (4.18) во второе уравнение (1.2), получим:

Ch РжНПРт?

1
*2 к: о Ճ

(bi • ՛: ՜ Ц2 Tj) •֊

Р V 1
П1 mpm dl Рв| ձ-

2

Sh Pm?

D -

sin a. 4.19

w

Все полученные расчетные формулы можно было получить непо­
средственно из диференциальных уравнений (3.2).. . (3.7).
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U. Ik. Հաւքթսւրձումյէոհ

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ԹԱՂԱՆՌՆհՐԻ ԱՆՄՈՄԷՆՏ ՏեՍՈհԹՅՈհՆԸ

Ա 1Г Փ П Փ Ո հ Մ

Աչիւատանրում արված Լ թադ անթների հաշվման այսպես կոչված 
անմսմենտ տեսության ‘կի րա ոո ւէքե ան իզոտրսպ շերտավոր թաղանթների 
ւոեսո. թյան մեջ»

Բերված են մի Հան ի կարևոր ինծ են ևրական խնդիրների րէւծէէլմներ, 
սրոնՀ աոաջին երկու, իէնդիրներում վերջավոր են' (ձ.2յ (ձ . '/), (2 •
(2.8). (2. ԼՕ), (2 . II).
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