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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

А. I'. Назаров

Линейное дифференциальное уравнение с постоянными 
коэфициентами в контурных производных

Излагаемый ниже путь решения не представляет принципиаль
ный интерес, но все же имеет известные удобства, в особенности 
при наличии импульсивных членив, входящих в качестве неоднород
ной части уравнения. Последнее часто имеет место при решении 
технических задач.

Пусть дано
(”) (п-1)

аоУ+а|У- . . . -ha.-! у'4-а.у’= f(x) ... (1)
при начальных условиях:

(п-1) (п-1)
х - у»Уо. У*=• у 0............................ У * У. . ... (2)
т. е. требуется решить задачу Коши. Полагаем, что i(x) содержит 
в себе скачки и имеет своими несобственными значениями импуль
сивные функция. Выразим (1) в контурных производных |J], Отсе
чем ненужную нам часть функции у(х), расположенную влево от 
точки х^х0 с помощью разрывного множителя Г(х—х0), ж соответ
ственно для Цх) введем Г(х—х0.) Цх).

Подставляя контурные производные у в (I), найдем, что равен
ство нарушится. Для восстановления этого равенства к правой ча
сти уравнения должны быть приписаны соответствующие члены. В 
результате окончательно получим:

(п) (п-1) (п)
з. 1уНМу1 • . - - 4-а„ » [yj’4֊an у-эоуо Г (х~х0) 4- 

(п-1) (п-2)
+ (з0у -Ьа։ув)Г(х—х0)4-(аву 04- а, у, 4- а, у0) Г (х—х0) С •

(п֊1) (п-2) (1)
+ (*оУо 4֊ г։ уй .... 4-ао_։ у0)Г (х--х0) 4-Г(х-х0) !(х) . . . (3.) 

При х<х0, (3) тождественно равно нулю, при х>х0 оно пере
ходит в (I). Уравнение (3) заменяет собой уравнение (1) и принад
лежащие ему начальные условия (!?).
Известия I, 4—20 հ
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Рассматривая уравнение (3), выраженное в контурных произ
водных, мы убеждаемся, что начальные условия (2.). умноженные 
на импульсивные функции, входят в правую часть (3) на равных 
началах с Цх). Нетрудно убедиться, что к такому же виду приво
дится дифференциальное уравнение при пользовании операционным 
исчислением. Если Цх) 0 и все начальные условия нулевые, то 
мы получаем решение у 0, поскольку при х<х0, уеО. Таким 
образом, однородное дифференциальное уравнение в контурных 
производных практически не существует. Однородное дифференциаль
ное уравнение в обычном смысле, преобразованное в дифференциаль
ное уравнение в контурных производных, приводит опять-таки к не
однородному дифференциальному уравнению (3), где Kx)sO. Сво
бодный член в этом случае содержит лишь систему импульсивных 
функций.

Докажем теперь следующее предложение:
Дифференциальное уравнение (3.) может быть решено при лю

бых начальных условиях (2) и для любого свободного члена Кх.), 
если удастся найти решение для следующего дифференциального 
уравнения:

(п) г (п-1) (I)
а0[К(х)Ц-а։ [К(х)] . . . . +ап_, [К (х.)]' 4֊ ац К(х)=Г (х) . .(4)

Для сокращения здесь вместо Г(х) К(х) пишем К(х).
Уравнение это получается из (3) при i(x) О,

(п-2) (п-1) յ
у0= у . . . =yft=0 и при у„ = ... (5)

ао

(О (Ո
Заметим, что при замене Г (х) через Г (х—?) мы получим ре

шение К (х- ;). Докажем, что общее решение для (3) может быть 
выражено через К (х—;)• Пользуясь линейностью (3), мы можем 
находить частные решения для каждого свободного члена, входяще
го в его правую часть, и затем полученные решения сложить. Най
дем частное решение, соответствующее f(x), т. е. в предположе
нии равенства нулю всех начальных условий. Разобьем f(x) на 
элементарные импульсивные функции первого порядка:

s (О ,
11m Ջ Г(х-')(й)Дсг 

хэ

Каждой элементарной импульсивной функции

(О к .
Г(х-5|) Цъ.)

удовлетворяет решение

KCx-^W)^-
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Следовательно, решение для Цх):

U0(x; X,) - Um Ջ К (х-с,) ((։,) Л - I' K(x-j) f(,=| dj. ... (6) 
AS,-0 x0 * x.

Чтобы найти полное решение для (3). достаточно вместо ((х) под
ставлять импульсивные функции различных порядков. Частное ре- 

<0
шенне, отвечающее Г (х —х0), определится из (6) следующим обра
зом:

и.(х;х)0 - р К(х-0 Г(։-х.)(1?-К(х-4 ... (7)
•Ղ-0

Нижний предел интеграла помечен через хф—0 в знак того» что 
точка особенности хс должна быть включена в пределы интеграла. 
Результат (7) очевиден. Он непосредственно вытекает из (4) при

(I) (Կ
замене Г (х) через Г(х —х„). Найдем теперь решение, отвечаю- 

(и)
щее импульсивной функции Г (х — х0):

fx (*) k֊1r dk~> 1
Щх;х0) = К(х—;)Г (с-х0)с!; = (- -_-К(х~;в)

յ хл-о I dj**՜1' г

или, имея в виду, что

lt-‘r dk-1 1 dk-‘
(-1) [ -jp֊r K(x~%=“ -^k-Г Wx-x,).

окончательно найдем:

U(x;xe)=K(k-1)(x֊x,). . . . (8)

Общее решение для (3) запишется теперь в виде:

у=а0 youn (х;х<։) 4-(3^04-Յէ yj ип_։ (х;хп) 

-Ь(а0у(1-+а։у7+а2уо)иг-Их;хо) . . .

-НаоУо1"՜1'4-alyfl(n”'2) . . . +an-iye)u։(x;xe)4-ue(x:x0) . . . (9)

Сопоставляя (9) и (3), приходим к следующему правилу: чтобы найти 
решение дифференциального уравнения (3). достаточно его выраже
ние по левую сторону знака равенства приравнять искомому у, а 
в выражении по правую сторону знака равенства заменить Н’‘Через 

Uic, 1» частности Г(х—x0)i(x) через и0, определяемые формулами 
(6), (7) и (8).
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Следует помнить, что при х < хЛ, ик (х —хо)«О.
Если i(x) содержит импульсивные функции с точками особенности 
в Xi , то в н0(х) будут в свою очередь входить члены типа (8) с за
меной х0 иа Xi , причем при х < х, , ик(х—Х| ) 0.

Итак, если известно частное решение уравнения (4) для к (х—то 
общее решение найдется согласно (6), (7,), (8) и (9). К(х—£) является 
здесь ничем иным, как функцией влияния Грина, решающей в дан
ном случае задачу (1.2). Практическое удобство такого приема ре
шения заключается в том, что для данного, часто применяемого диф
ференциального уравнения достаточно раз навсегда найти функцию 
влияния К('х), и это позволит впоследствии находить решения для 
(1) при любых начальных условиях и свободных членах. Вся задача 
заключается теперь в отыскании решения дифференциального уравне
ния (4).

Удобнее всего для этого применить символический способ. 
Тогда (4) следует представить в виде:

(U 
<p(D)K(x)~rOQ, 

откуда
(О

• К(Х)= ’

Разложим рациональную ДрОбЬ¥('Ь) на простейшие

I m Г, А*ч> 

slj q«l (D-Ou )q 

где at—корни уравнения ?(D) = 0. Тогда

in k-; д(ч> 
К(х) = Ճ 2 -s—------ 1-

s=lq=l (D-օգ.)4

Поскольку

I1
(D-а )q

(О
Г('х.) =

q- 
X -Vj)

—•, (1) 
e

e rx q—J O) e • x '(q-l)!./, X

то получим
, «Э x q—1n։ k. (a) a v

Нит
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Задача решена до конца.
Пример. Колебания упругой системы с одной степенью сво

боды характеризуются уравнением;
(pv

Цифференциальнос уравнение в контурных производных при началь

ных условиях է— 0, х = х, и —- » vt имеет вид:

d5|x] (2) (1)
"dP -нс’х - Г (1)хе4-Г (t)vt4-r ('t)((t).

Функция Грина удовлетворяет уравнению

d’lKJ (U
■^р 4-k’K-Г (Ա.

Символический полином

?(D)~D’4֊k’

а решение для K(t)
(») (D (И

кт- r<0 ■ ПО . r(t)
ш ?(D) 2kl(D4-kl) 2ki(D-ki)

/ I —to I ik'\ = (24re +we)r<1>
пли K(t)=-֊- Г (t)sln kt.

Решение, отвечающее свободному члену f(t), равно:

-J' sink(t-;)f($)<i;

(2) 
а для Г (է)

k = r (t) cos kl.

Окончательно имеем, опустив теперь без ущерба для дела Г (t):

J- Г shi kx»x, cos kt 4- ~ sin kt 4- *. h f

Если f(t) содержит в момент времени t —է, импульс Տ Г (1 —1։). то 
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соответствующий член выделится из интеграла следующим образом:

S ri Տ֊ I sin k(t—с) Г (^—1։) sin k(t—է,). Г (1 —tj.
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եՋՐԱՅՒՆ ԱԾԱնՑՅԱԼՆեՐՈՎ-, ՃԱՍՏԱՏՈՏՆ ԳՈՐՄԱԿՒՑՆԵՐՈՎ.
ԴՒՖեՐեՆՑհԱԼ 2ԱՎ_ԱՍԱՐՈհՄՆեՐ

Ա Ս' «I» Ո Փ Ո |ւ Ս'

[) լս ու՚մե ա ս ի ր ված կ հա վասա րումե և ր ի լուծման մի ուղի, որը թեև ոկըզ֊ 
րոլնքային հետաքրրրություն չի ներկայացնում, բայը ունի հայտնի աոա֊ 
վե լութ յուններ, աո անձնապես այն էյեպքերում, երբ հ ա վա и ա ր մ ան անհա֊ 
մասևո մասի մեջ մտնում են իմպուլսիվ քիունկցիանեբէ վերջիններիս հա֊ 
ճաիւակի հանդիպում ենք տեխնիկական խնդիրներ լուծելու մսւմանակ։

Մեթոդի կությունր կայա^աւմ կ նրանում, որ (J.J և ք2) պայմանները 
փոխարինվում են եզրային ածանցյալներով հավաոարմամր (3) և սիմբոլիկ 
մեթողով որոնվում ֊կ Գրինի ֆունկցիան։
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