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Г. 3. МИКАЕЛЯН

К .МАТЕМАТИЧЕСКОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ ПРОЦЕССА. 
ПРОТЕКАЮЩЕГО В АОРТАЛЬНОЙ ЧАСТИ СИСТЕМЫ 

КРОВООБРАЩЕНИЯ ЧЕЛОВЕКА

Математическое моделирование сердечно-сосудистой системы или 
ее частей сводится к отысканию и исследованию зависимости между 
кровяным давлением и кровотокам в организме в делом или в ограни­
ченном участке гемодинамической цепи [3—5, 12, 14, 16, 18 и др.]. В 
большинстве исследований .принимается теория «эластичного резервуа­
ра» [4, 5, 11, 16, 21, 23, 25, 26, 33 и др.]. Другое направление матема­
тического описания гемодинамических процессов учитывает непрерыв­
ное изменение .по направлению движения крови геометрических и физи­
ческих характеристик кровеносных сосудов и более точно описывает 
пульсирующие изменения давления и кровотока [3, 20, 24, 30, 34, 35 и 
др.]. В последние годы в некоторых исследованиях обоих направлений 
учитывается регуляция в сердечно-сосудистой системе [8, 9, 12, 15, 16, 
22 и др.].

Анализ предложенных моделей системы кровообращения [18] по­
казывает, что успехи, достигнутые на этом пути, далеко не отвечают 
имеющимся возможностям. В связи с этим весьма важно более глубо­
кое понимание процессов, протекающих в кровеносном русле 'челове­
ческого организма, и создание точной (математической теории кровооб­
ращения. От решения этих вопросов зависят в известной мере успехи 
диагностики заболеваний и хирургии сердечно-сосудистой системы.

В настоящей работе рассматривается процесс, протекающий в аор­
те человека под воздействием работы сердца, аортальной оболочки и 
смежных ветвей артериального древа.

Предполагается, что в сердечно-сосудистой системе реализуется 
такой режим циркуляции крови, при котором поставленная цель до­
стигается при наименьших затратах энергии [9, 17].

Учитывается, что стенка кровеносного .сосуда содержит в себе 
источник энергии в виде сокращающихся мышц. Принимается, что в 
течение определенного промежутка времени диастолической фазы про­
исходит активное сокращение артериального древа [10].
՝ Аорта считается линейно-упругим резервуаром, находящимся под 

■действием равномерно распределенных давлений [10, 25]. Используется 
также обычное предположение о несжимаемости крови.

1. Пусть в аорте протекает некоторый процесс изотермического из­
менения фазового состояния кровя. В каждый момент времени 1 состо-
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яние крови, находящейся в аорте, можно характеризовать объемом V 
■и давлением в аорте Р.

■В аилу принятых предложений для описания рассматриваемого 
процесса будем пользоваться .следующими уравнениями и соотношени­
ями.

Закон изменения объема крови в аорте

У-У0-г-С(Р-ф(П)- (1-1)
Скорость изменения объема крови .в аорте

а^Рф-Рф-У^-Р. (Ш. (1.2)

Условные периодичности изменения объема крови в аорте

У [Q (0 - г (0 - У (Р- Ра(Ш ] 61 = О, 
О

т г4 т 4 т 4

* = Й2тр Р-<‘> = 2Д ₽■>«): 2^. а-з>

где V —объем крови, находящейся в аорте при нулевой разности дав­
лений, С—коэффициент эластичности аорты, (1)—функция, характе­
ризующая закон активного сокращения оболочки аорты, Q(t)—объем­
ная скорость потока крови, вытекающей из сердца, Е(1)—объемная 
скорость обратного тока крови, связанного с закрыванием аортального 
клапана и оттоком крови в коронарные артерии, У—общая гидравли­
ческая проводимость начальных участков артерий, ответвляющихся от 
аорты, у—безразмерный коэффициент, который зависит от характера 
движения крови (например, при ламинарном оттоке крови из аорты 
у=1), т]—вязкость крови, т—число сосудов, ответвляющихся от аор­
ты, Г) и ^ — радиус и длина начального участка ]-й артерии соот­
ветственно, Ра (^—обобщенное значение артериального давления для 
начальных участков артерий, ответвляющихся от аорты, Paj(t)—арте­
риальное давление, измеренное в. определенном сечении начального 
отрезка ]-й артерии, Т—продолжительность одного сердечного 
цикла.

Дифференцируя (1.2) повремени, с учетом (1.1) получаем

С бх .
■уЖ + х (^’ ^^

гае введены следующие обозначения:

х = ^, и (1) = ^0) + ^ (1) + и* (^

„1т- 1 ^а) 6Е(О\
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Ш у 61* • ' 61 (1-5)

Здесь х—параметр фазового состояния процесса, ц(1)—управление, 
ц*(1), и2(1) и ц3(1)—управляющие функции сердца, аорты и кровенос­
ных сосудов соответственно.

Решение дифференциального уравнения (1.4) должно удовлетво­
рять граничному условию

х = х0 при t = 0. (1.6)

2. Будем считать, что управление и(1) непрерывно для всех рас­
сматриваемых 1, за исключением лишь конечного числа моментов вре­
мени, расположенных на интервале 0<КТ, где функция ц(1) может 
терпеть разрывы первого рода [1].

Принимая кусочно-линейное приближение [6], функцию ц(1) мож­
но представить в виде

и(1) = £щ(1), 0<1<Т, (2.1)
1=0 

где 

при 11<1<11+։,

11,(1)== 0 при 0<1<11։ 1։+1<1<Т;

1о^^<1։<.......... <1п<1п+1, 1о— 0, (2-2)
1П+1 = Т, т=Ц|(11) (1 = 0, 1,2,......... , п).

Интегрируя дифференциальное уравнение (1.4), с учетам (2.1), 
(2.2) и (1.6), находим

х(1)=£х,(1), 0<КТ, (2.3)
1=0

X, 0) = ц, (1) — Ь| а՜1 + (X, — и, + ^ а֊1) •

,е-а(1—4) при 11 <1 <11+1, (2.4)

Х1 (1) = 0 при 0 < 1 < 11, 11+1 < 1 < Т,

Х1 = Х1(1|) (1 = 0,1,2,........., и). (2.5)

На основании первых соотношений (1.5), (2.5) и (1.1), (1.2) для 
изменения давления и объема крови в аорте получаем
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Р С) = Р. (О + ֊ «ЭГО - ИГО) —И х0) + ’ (2’6)

УП) = у0 + С (РГО - +«))• (2-7)
3. Решение рассматриваемой задачи в основном зависит от функ­

ций Р։(О, Q(t), р(0 и ФП), разумный выбор которых может быть 
■произведен на основе строгого учета результатов физиологических 
экспериментов, а также теоретических представлений о характере изу­
чаемой зависимости.

В 'рассматриваемой задаче эмпирические функции должны быть 
выбраны таким образом, чтобы уравнение (1.4) имело периодическое 
решение с .периодом Т. Для этого необходимо выполнить условие

^иа)(К = О. (3.1)

Анализ результатов измерений на человеке [2, 27, 29, 30, 31, 
33]*  показывает, что функции Ра(0, Q(t), Р«) и ф«), с учетом усло­
вия периодичности процесса (3.1), могут быть представлены в виде:

* Кроме результатов указанных исследований использована также обширная до­
полнительная информация, предоставленная нам сотрудниками Института кардиоло­
гии М3 Арм. ССР.

Ра = — —----— t + р0 При 0 < 1 < ч, 
"1

Р« = ֊ -^Е^Г ("з ~ О2 + Ра При Т։ < t < Т։,

Р« =-----(^~^Г « - "а)2 + Рэ ПРИ Ъ < * < ^

Р-=֊֊^«֊^Рэ 
՝։ ՝5

при т5 < 1 < т„

Ра=_^_^(1 = Хв) + Ро
1 18

при ^ < 1 < Т,

$ = - ^ ^֊п «8 ֊ о*  + я, при ^ <1 < %, (3.2)

^ =---^ Е^^з ^ ~ ^ ^ 42 ПРИ '» <1 < Ъ.

р = ~՜՜ «-ъ) при Т3<(<^, 
*3 ‘2 4

Р = 2ъ
(ъ — 'г) «։ ֊ ч)



сек.

-о=О,00 
■4=0,30000 
4=0,30086 
та=0,35000 
4=0,47743 
֊3=0,54000 
֊ 0,55600

0,64000
0,64201 
0,65000 
0.65751 
0,66000 
9,70000

, 0,74000 
-?0 = 0,84000

II 
II 

II 
II 

II 
II 

II 
II

Таблица 1

Рз 
мрс 

(мм. рт. ст.)
9 

смэ/сек
р 

см’/сек
ф 

мрс мрс сек
X 

мрс/сек
р 

мрс
ДУ
СМ*

77,000 0 0 0 0 -30,000 79,580 4,5>2
68,000 0 0 0 0 —30,000 70,580 0,025
68,216 14,484 0 0 0 0 70,535 0
79,181 40'1,000 0 0 0 629,097 '13,879 11,672
95,960 220,172 0 0 0 0 133,829 31,647
98,000 0 0 0 0 - 305,331 124,258 26,861
97,539 0 67,368 0 0 -381,500 118,761 24.113
80,000 0 0 0 0 ֊ 202,933 97,452 13,458
80,000 0 0 0,20 200 0 97,200 13,232
80,000 0 0 5,00 1000 763,404 100,347 12,406
80,000 0 0 9,45 270 0 101,220 11,617
80,000 9 0 10,00 0 -264,438 102,742 11,103
80,000 0 0 5,00 ֊250 -366,010 89,979 7.222
80,000 0 0 0 0 -30,000 82,580 6,022
77,000 0 0 0

1
0 -30,000 79,580 4,522



8 Г. 3. Микаелян

Таблица 2

1 
сек

Р.
мрс 

(мм. рт. ст.)
0 

см3/сек
н 

см։/сек
X 

мрс/сек
р 

мрс
ДУ 
см3

-=,=0,00 77,000 0 0 —30,000 78,603 4,506

•=։=0,30000 68,000 0 0 -30,000 70,608 0,506

< = 0,30082 68,204 12,980 0 0 69,595 0

т։=0,35000 79,181 400,000 0 562,050 91,935 11,170

<=0,46743 95,224 248,316 0 0 121,843 26,124

■:։=0,54000 98,000 0 0 —262.949 112,094 21,249

■=4=0,55600 07,539 0 67,368 -319,363 107,435 18,920

•=5 = 0,64000 80,000 0 0 —193,883 90,392 10,398

■:։=0,65000 80,000 0 0 -160,923 88,945 9,675

т, = 0,66000 80,000 0 0 -133.566 87,159 8,782

•:в = 0,70000 80,000 0 0 -63,300 83,393 6,899

=։ = 0,74000 80,000 0 0 —30,000 81,608 5,506

•=։։ = 0,84000 77,000 0 0 —30,000 78,608 4,506

* = "(Аг(''՜1’' при ’2։<|<1"
М-Т^Г^ "р" ^<*<^’ 

^т^г'’՛-*’2 ^^«х^
где

Заметим, что в остальных точках отрезка [О, Т] каждая из функ 
ций Q(t), Е(1), ф(1) тождественно раина нулю.

4. Рассмотрим численный пример.
Пусть заданы управление и начальное состояние крови в аорте. 

Требуется определить законы изменения давления и объема крови в 
аорте во (времени.

Имея в виду результаты работ [27—33], положим
Тл = 0,30 сек т, = 0,66 сек р։ — 98 мрс
т։ = 0,35 сек •։в = 0,70 сек р5 = 80 мрс
та = 0.54 сек т։ = 0,74 сек р, = 80 мрс

= 0,556 сек Т = 0,84 сек ^ = 400 смз/сек
-5 = 0,64 сек р0 = 77 мм рт. ст. С = 0,5 см’/мрс
тв = 0,65 сек Рл = 68 мрс ф, = 10 мрс

х = х0 = — 30 мрс/сек при 1 = 0.
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Результаты вычислений, выполненных да ЭЦВМ, .приведены в 
табл. 1. На рис. 1 для наглядности представлены зависимости Р(Ц и 
△УН).

Сравнивая полученный .результат для давления в аорте с аналогич­
ными результатами измерений на человеке [27, 29—31], замечаем до­
вольно значительное сходство.

Решение задачи без учета предположения об активном -сокращении 
артериального древа приводит к результатам (табл. 2), которые пра­
вильно описывают лишь общий характер изменения аортального давле­
ния.

Рис. 1, 2.

Таким образом, в настоящей работе закон изменения кровяного 
давления в аорте связывается с возмущающим воздействием артери­
ального древа.

В заключение заметим, что настоящая работа может быть исполь­
зована для оценки сократительной функции 'миокарда, упругих свойств 
аорты и при разработке автоматического управления кровообращением 
больного во время оперативных вмешательств [7, 13, 19].

Ереванский политехнический 
институт им. К- Маркса Поступило ВО/IV 1974 г.
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Z. Я- ՄհՔԱՅԵԼՅԱՆ

ՄԱՐԴՈՒ ԱՐՅԱՆ ՇՐՋԱՆԱՌՈՒԹՅԱՆ ՍԻՍՏԵՄԻ ԱՈՐՏԱՅԻ ՀԱՏՎԱԾՈՒՄ 
ՏԵՂԻ ՈՒՆԵՑՈՂ ՊՐՈՑԵՍԻ ՄԱԹԵՄԱՏԻԿԱԿԱՆ ՆԿԱՐԱԳՐՈՒԹՅԱՆ ՇՈՒՐՋԸ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Հեղինակը աոայարկում է մարդու աորտայի հատվածի արյան բանասության "t^t- 
֊Հում տեղի «Հեցող պրոցեսների մաթեմատիկական նկարագրման մեթոդ. Այն կարոդ Լ օդ. 

տագործվել սրտամկանի կծկողական ընդունակության գնահատականի, աորտայի աոածղա 

կան հատկո,թյուների և ծանր վիրահատությունների մամանակ հիվանդի արյան շրշանաոոլ- 

ւթյան ավտոմատ կառավարումը իրագործող սիստեմների նախագծման .ամար

H. Z. M1KAELIAN

ABOUT THE MATHEMATICAL SIMULATION OF THE PROCESS 
TAKING PLACE IN THE AORTAL PART OF THE BLOOD 

CIRCULATION OF THE HUMAN-BEING

Summary

The author has suggested the method of mathematical simulation of the pro 
•cess taking place tn the aortal part of the blood circulation of human-being.

It can be used to estimate the coniractlcle abilities of the myocardium, the 
■elastic properties of the aorta and to work out an automatic control of blood circu­
lation of the patient during surgical Interference.
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