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Представлена точно решаемая модель с пересечениями уровней для по-
луклассической квантовой временной двухуровневой задачи, решение которой 
записывается в вырожденных гипергеометрических функциях. Для этой ампли-
тудно-постоянной модели с асимметричным во времени пересечением уровней 
расстройка частоты лазерного поля задается W-функцией Ламберта. Общее ре-
шение задачи записывается как линейная комбинация с постоянными коэффици-
ентами двух фундаментальных решений, каждое из которых задается неупроща-
емой линейной комбинацией двух вырожденных гипергеометрических функций. 
Представлены фундаментальные решения и проанализировано поведение си-
стемы во внешнем лазерном поле с указанной конфигурацией поля.  

1. Введение 

Точные аналитические решения квантовой двухуровневой задачи редки 

[1–16]. Особенно важны те случаи, когда аналитические решения получены для 

таких конфигураций поля, для которых вовлеченные параметры могут варьиро-

ваться независимо друг от друга. Такие модели называются безусловно точно ре-

шаемыми моделями, чтобы различить их от условно точно решаемых моделей, 

для которых на входные параметры поля наложены некоторые ограничения 

(например, некий параметр задается как фиксированная постоянная). Наиболее 

известными и, вероятно, самыми полезными безусловно точно решаемыми мо-

делями являются те, которые получены сведением задачи к вырожденному ги-

пергеометрическому уравнению Куммера или обычному гипергеометрическому 

уравнению Гаусса [2–16]. Все точно решаемые случаи, для которых такое сведе-

ние возможно, были классифицированы в [14–16], где было показано, что суще-

ствует только три независимых класса двухуровневой задачи, решаемых в 
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функциях Куммера [14], и только четыре класса, решаемых в функциях Гаусса 

[15,16]. Вырожденные гипергеометрические классы включают в себя широкоиз-

вестные модели Ландау-Зинера-Майораны-Штукелберга [2–5], Никитина [6] и 

Кротерса-Гюгса [7], а обычные гипергеометрические классы включают в себя из-

вестные модели Розена-Зинера [8], Демкова-Кунике [9], Бамбини-Бермана [10], 

Хью-Кэррола [11] и т.д. 

Недавно было показано, что список аналитических решений двухуровне-

вой задачи существенно расширяется, если рассматривать сведение этой задачи 

к пяти уравнениям класса Гойна [17,18]. Общий результат такой: существует 61 

бесконечных классов моделей, решаемых в пяти функциях Гойна [19–21]. Од-

нако, эти функции представляют собой намного более сложные математические 

объекты по сравнению с их предшественниками – функциями гипергеометриче-

ского класса. По этой причине, особый интерес представляют те частные случаи, 

когда функции Гойна могут быть написаны через более простые гипергеометри-

ческие функции. Важно отметить, что прямое сведение функций Гойна к гипер-

геометрическим функциям [22,23] не дает новых точно решаемых моделей. И 

поэтому более интересны разложения функций Гойна в бесконечные ряды по бо-

лее простым специальным функциям гипергеометрического класса [24–30]. При 

обрывании этих рядов такие разложения генерируют большой набор замкнутых 

аналитических решений уравнений Гойна. 

В работе [31] были получены безусловно и условно решаемые двухуров-

невые модели в том случае, когда рассматриваются разложения общей функции 

Гойна в ряды по неполным бета-функциям [32]: мы привели пошаговый вывод 

этих моделей и их дальнейшую классификацию, а также для единственной без-

условно решаемой модели в рассматриваемом классе моделей вывели точное 

аналитическое решение квантовой двухуровневой задачи и провели анализ пове-

дения системы во внешнем лазерном поле. 

В данной работе мы применяем вышеупомянутые математические разло-

жения к пятнадцати классам двухуровневых моделей единожды-конфлюэнтной 

функции Гойна. В результате, мы получаем, по-видимому, бесконечный набор 

решаемых моделей, которые в общем случае только условно точно решаемые (во 

многих случаях эти условно решаемые модели описывают диссипативные про-

цессы). Мы показываем, что в этом списке есть единственная новая модель, ко-

торая безусловно точно интегрируемая. Это – трехпараметрическая амплитудно-

постоянная модель с пересечением уровней. Модель представляет конфигура-

цию поля, для которой функция расстройки лазерного поля задается W-функцией 

Ламберта [33,34]. Она описывает асимметричный во времени процесс  

пересечения уровней. Общее решение задачи для этой модели записывается в 
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виде линейной комбинации с постоянными коэффициентами двух фундамен-

тальных решений, каждое из которых в свою очередь представляется неупроща-

емой суммой двух вырожденных функций Куммера. Мы представляем 

подробный вывод этих фундаментальных решений и анализируем поведение си-

стемы в лазерном поле, которое задается описанной конфигурацией. Заметим, 

что каждое из этих фундаментальных решений имеет также альтернативное 

представление в виде одной обобщённой вырожденной функции Гурса [35]. 

2. Модели класса единожды-конфлюэнтной функции Гойна 

Рассматривается полуклассическая временная квантовая двухуровневая 

задача возбуждения атома внешним оптическим полем. Пусть 1( )a t  и 2 ( )a t  – ам-

плитуды вероятностей основного и возбужденного уровней, а пара функций 

( ), ( )U t t  задает функции амплитудной и частотной модуляции, определяя кон-

фигурацию внешнего поля (производная /t d dt    есть расстройка частоты ла-

зерного поля от частоты перехода между двумя вовлеченными уровнями). 

Временная динамика двухуровневой системы описывается двумя связанными 

обыкновенными дифференциальными уравнениями первого порядка для ампли-

туд вероятностей [1] 
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Исключая 1( )a t , эту систему можно свести к следующему дифференциальному 

уравнению второго порядка для второго, возбужденного уровня: 
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Модели класса единожды-конфлюэнтной функции Гойна получаются 

сведением этого уравнения к единожды-конфлюэнтному уравнению Гойна, ка-

ноническая форма которого следующая [17,18]: 
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Это уравнение – одно из пяти уравнений класса Гойна. Оно имеет две регулярные 

сингулярные точки 0z  , 1z   на комплексной z-плоскости и иррегулярную син-

гулярную точку в бесконечности. Уравнение (3) преобразовывается к уравнению 

(4) за меной (в общем случае комплексной) как зависимой, так и независимой 

переменных: 
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 2 ( ) ( ) ( )a t z u z  , ( )z z t . (5) 

Эта процедура приводит к пятнадцати классам конфигураций поля [20] 
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где степени 1,2k  могут быть целыми или полуцелыми числами, удовлетворяю-

щими неравенствам 1,21 k   и 1 2 0k k  . Для всех пятнадцати классов одно из 

фундаментальных решений двухуровневой задачи записывается в единожды-

конфлюэнтных функциях Гойна [20]: 

 0 1 2
2 ( 1) ( , , ; , ; )z

Ca C e z z H q z         , (8) 

где C  –  произвольная постоянная, параметры , , , ,q      единожды-конфлюэнт-

ной функции Гойна CH , а также показатели 0 1 2, ,    определяются (в общем 

случае комплексными) входными параметрами *
0U  и 0,1,2  как [20]: 

 1 1 12 i k      , 2 2 22 i k      , 0 02 i     , (9) 
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где 
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3. Безусловно и условно точно решаемые модели класса единожды- 
конфлюэнтной функции Гойна 

Безусловно точно, а также условно точно решаемые двухуровневые мо-

дели класса единожды-конфлюэнтной функции Гойна получаются обрыванием 

рядов для разложений единожды-конфлюэнтной функции Гойна по вырожден-

ным функциям Куммера [29,30]. Для применения этого подхода выясним, могут 

ли условия обрывания удовлетворяться параметрами, которые задаются  
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уравнениями (9)–(15). Начальное наблюдение тут такое: условия обрывания ря-

дов всегда накладывают два ограничения на параметры вовлеченной единожды- 

конфлюэнтной функции Гойна. Одно из этих ограничений накладывается на ха-

рактеристический показатель (конечной или бесконечной) сингулярной точки 

единожды-конфлюэнтного уравнения Гойна, а второе ограничение приводит к 

полиномиальному уравнению для вспомогательного параметра этого уравнения. 

Можно показать, что первое ограничение, накладываемое на характери-

стический показатель, в общем случае ведет к условно решаемым конфигура-

циям поля, для которых вовлеченные параметры поля не меняются независимо. 

Однако, есть четыре важных исключения, которые приводят к безусловно точно 

решаемым моделям. Первые три случая воспроизводят известные конфлюэнтные 

модели Ландау-Зинера-Майорана-Штукелберга, Никитина и Кротерса-Гюгса в 

то время, как четвертая модель новая, ранее не встреченная в литературе. И эта 

последняя модель определяется через W-функцию Ламберта [33,34]. 

Для того, чтобы показать, как получаются условно или безусловно точно 

решаемые конфигурации поля и для того, чтобы идентифицировать безусловно 

точно решаемую Ламберт-W модель, рассмотрим, например, разложение еди-

ножды-конфлюэнтной функции Гойна по вырожденным гипергеометрическим 

функциям Куммера [29,30]: 

 1 1
0

(( / ) ; ; )n
n

u c F n n z




           , (16) 

где коэффициенты разложения удовлетворяют трехчленному рекуррентному со-

отношению 

 1 1 2 2 0n n n n n nR c Q c P c       (17) 

с коэффициентами, которые задаются уравнениями 
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Условие обрывания ряда для некоторого целого числа 0,1,2,...N   сво-

дится к уравнению 0NP  . Следовательно, нужно взять / N     или N   . 

Из уравнения (16) видно, что функции разложения для первого случая дают по-

линомиальные решения единожды-конфлюэнтного уравнения Гойна. Для ана-

лиза более сложного неполиномиального решения рассмотрим второй вариант: 

 N   , (21) 
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что есть ограничение, накладываемое на характеристический показатель  

сингулярности единожды-конфлюэнтного уравнения Гойна в точке 1z  . Наряду 

с этим, проанализируем уравнение для показателя 2  пре-факторной функции 

( )z  решения (8), то есть второе уравнение (9) и уравнение (15): 

 2 2 22 i k      , (22) 

 2
2 2 2 2(1 ) (1)k i Q        . (23) 

Исключая 2 , получаем одно уравнение 

   2 2 2 22 4 (1)k i k i Q           . (24) 

Анализируя это уравнение, заметим, что функция ( )Q z  зависит только от ампли-

тудного параметра *
0U : 1 2*2 2 2 2 2

0( ) ( 1)k kQ z U z z   , так что (1)Q  есть функция 

только от *
0U . Понятно, что если   – фиксированная константа, мы получаем 

уравнение, левая часть которого зависит от параметра расстройки 2 , в то время 

как правая часть уравнения зависит от амплитудного параметра *
0U . Таким обра-

зом, в общем случае параметры 2  и *
0U  не меняются независимо, эти параметры 

связаны уравнением (24). Именно поэтому модели, решаемые в вырожденных 

гипергеометрических функциях, в общем случае условно точно решаемые. 

Интересное исключение – когда обе части уравнения (24) одновременно 

исчезают. В этом случае условие (1) 0Q   дает 2 1k   . Более того, из уравнения 

(24) мы делаем вывод, что параметр расстройки в этом случае либо фиксирован-

ная постоянная, либо также исчезает. В первом случае мы получаем диссипатив-

ные условно точно решаемые двухуровневые модели, в то время как второй 

случай, когда 2 0  , приводит к безусловно точно решаемым моделям. Заметим, 

что при этом возможные безусловно решаемые модели могут быть не более трех-

параметрическими, так как они вовлекают только три параметра *
0U , 0  и 1 . 

Для точно решаемых моделей, для которых 2 0 (1) 0Q    , уравнение 

(24) записывается как 

   2 2 2 0k k     . (25) 

Тут есть ограничение на   (неположительное целое число), а также 2k  может 

иметь только четыре значения (целые или полуцелые): 2 1 / 2,0,1 / 2,1k    (не за-

бываем, что 2 1k   ). С этими ограничениями выясняем, что точно решаемые мо-

дели могут быть конструированы только для наборов 2 0k    или 

21 1k     . Случай 0   и 2 2 0k    сразу же ведет к известным моделям 

Ландау-Зинера [2–5], Никитина [6] и Кротерса-Гюгса [7]. Мы же ниже проанали-

зируем второй, другой набор. 
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4. Вырожденная гипергеометрическая точно решаемая двухуровневая  
модель, пересечение уровней которой задается W-функцией Ламберта 

Итак, мы рассматриваем тот случай, когда разложение в ряд по вырож-

денным гипергеометрическим функциям Куммера решения единожды-вырож-

денного уравнения Гойна, вовлеченного в решение (8), обрывается на втором 

члене, то есть в этом случае 1   . Как было показано выше, для точно решае-

мых моделей должно быть 2 0   и 2 1k  . Используя это ограничение, из вто-

рого уравнения (9) мы опять получаем 2 0  . Теперь, для 1   , второе условие 

обрывания ряда (16) (так называемое q -уравнение) записывается как [29,30]: 

    2 2 1 0q q              . (26) 

Подставляя сюда уравнения (9)–(15), видим, что это уравнение удовлетворяется 

только если 1 1k   . Таким образом, мы делаем вывод, что есть только одна без-

условно точно решаемая конфигурация. 

Это класс № 5 ( 1,2 1,1k   ) с 2 0  . Конфигурация поля задается форму-

лами 

 *
0

1
( )

z dz
U t U

z dt


 ,    1

0( )t
dz

t
z dt

     
 

 (27) 

с произвольными (действительными или комплексными) *
0U , 0  and 1 . Из пер-

вого уравнения (27) следует, что амплитудно-постоянная модель из этого класса 

определяется уравнением 

 0
1z t
dz C

z


  

 , (28) 

где параметры   и 0C  определяют временную шкалу и константу интегрирова-

ния, а знак минус в правой части уравнения выбран для удобства. С выбором 

0 0 /C t i    , данный интеграл приводит к замене 

  0( )( ) t tz t W e    , (29) 

где W  есть W-функция Ламберта: элементарная функция, которая решает урав-

нение Wz We  [33,34]. Таким образом, мы получаем безусловно точно решаемую 

конфигурацию 

 0( )U t U ,   
0( )/

( )
1 ( )

L

t t

R
R

W e
t

 

  
   


, (30) 

где *
0 0U U   , 0 R     и 1 L    . Эта модель описывает асимметричный во 

времени процесс пересечения уровней (см. рис.1). Нужно отметить, что именно 

эта асимметрия отличает эту модель от хорошо известной модели Демкова-Ку-

нике [9]. Расстройка начинается с ( )t Lt    при t    и заканчивается  
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значением ( )t Rt    при t   . 

Для того, чтобы пересечение резонанса происходило в точке 0t  , нужно 

выбрать 

 0 lnL R

R L

t
           

. (31) 

Заметим, что фундаментальное решение единожды- конфлюэнтного урав-

нения Гойна для 1    и для вспомогательного параметра, удовлетворяющего 

уравнению (26) в явном виде записывается как [29,30] 

 
  1 1 11 ; 1; 1; ;

1
c

q q
zH z

q
F F

                       


  
. (32) 

Альтернативно это решение можно написать в более компактной форме, исполь-

зуя обобщенную вырожденную гипергеометрическую функцию Гурса 2 2F  [30] 

 2 2 , ; , ;c
q

F
q q

H z
  

      
. (33) 

С учетом этих решений фундаментальное решение двухуровневой си-

стемы для модели (27), (28), согласно (8), записывается в вырожденных гипер-

геометрических функциях Куммера как ( 2 0  ) 

 0 1
2 ( , , ; , ; )z

Ca e z H q z      . (34) 

Для обсуждения поведения этого решения удобнее переписывать общее 

решение двухуровневой задачи в следующей эквивалентной форме 

 2
L Ri i z dF

F Ae
dz

a z      
 
 

, (35) 

Рис.1. Точно решаемая вырожденная гипергеометрическая двух-
уровневая Ламберт-W модель (30) для U0 = 1.5, L = –2, R = 3,  = 1. 
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    1
1 1 21 11( ) ; ; 1 ;2 ;ca c aF z C F z C z F c c z      , (36) 

где 1,2C  произвольные постоянные, 

 
      

2
02 2

( , , ) , 2 , 2
2

R L L L R

L L R R
R R

i U
a c i i

         
              

, (37) 

и 

 
 

  
2
02 2

2
L R L L

R L R R R

U

a
A

      
       

 . (38) 

Здесь ,L R  – квази-энергии при t   : 

  2 2
0

1
4

2
LL L U     ,    2 2

0
1

4
2

RR R U     . (39) 

Заметим, что здесь применимы все комбинации знаков ,L R , и при этом каждая 

возможная пара производит независимое фундаментальное решение. Для опре-

деленности, мы берем знак минус для обеих квази-энергий. 

Далее, рассмотрим асимптоты 2 ( )a t  при t   . Для этого исследуем по-

ведение замены независимой переменной ( )z t  на бесконечности. Пользуясь 

свойствами W-функции Ламберта [18], можно получить следующие асимптоты: 

 0( )/~ t t
t

z e  


 , (40) 

 0 0

0

~ 1 ln
t

t t t t
z

t t

              
. (41) 

Как видно, асимптота при t    экспоненциальная, в то время, как асимптота 

при t    становится линейной на больших временах (см. рис.2). 

Далее, пользуясь стандартными асимптотами для функций Куммера [18], 

мы находим 

      1 0 2 0
2 1 21 1L Li t t i i t t i

t

aA
a C e C A c e

c
       



     
 

, (42) 

где 

  2
1

2
0

1
4

2
LL L U     , (43) 

  2
2

2
0

1
4

2
LL L U     . (44) 

Из условия, что при t    система начинает с первой квази-энергии 1L , мы 

находим 2 0C  , и, следовательно, 
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 1
2 1~ 1 Li t

t

aA
a C e

c
 



  
 

, (45) 

 12 1 ( )
1 1

0

~ 1 L L

L

L i t
i tt

t

ia i aA
a C e

Ue U c


 


 




     
 

. (46) 

Условие нормировки 
2 2

1 2 1a a   дает 

 
   

12 2 2
2 0

1 2 2 2
0 1

L

L

c e U
C

c aA U




   

. (47) 

Теперь, для того, чтобы понять поведение системы в конце процесса вза-

имодействия t   , применим асимптоту (41) и получим 
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c a a

   


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   
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           
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 
  

 (48) 

где 

  2
1

2
0

1
4

2
RR R U     , (49) 

  2
2

2
0

1
4

2
RR R U     . (50) 

Выражение для вероятности того, что населенность при t    останется на 

первом квази-энергетическом уровне, а также выражение для вероятности пере-

хода на второй квази-энергетический уровень довольно сложны и поэтому мы их 

тут не приводим. 

Рис.2. Замена переменной (29) (сплошная линия) и ее асимптоты (40) 
и (41) (пунктирные линии),  = 1. 
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5. Заключение 

Для временной квантовой двухуровневой задачи мы представили точно 

решаемую вырожденную гипергеометрическую амплитудно-постоянную модель 

с пересечениями уровней, когда функция расстройки задается W-функцией Лам-

берта. Эта модель принадлежит к единожды-конфлюэнтному классу Гойна с 

1,2 ( 1, 1)k    . Модель описывает асимметричное во времени возбуждение кван-

товой двухуровневой системы внешним оптическим лазерным излучением. Мы 

представили подробный вывод общего решения задачи для этой модели, которое 

записывается комбинацией двух фундаментальных решений, каждое из которых 

задается неупрощаемой суммой двух функций Куммера. 

Исследование поддержано Российско-армянским (Славянским) универ-

ситетом в рамках гранта от Министерства образования и науки РФ, а также ГКН 

МОН Армении (грант № 18RF-139 и 18T-1C276) и Армянским национальным 

фондом науки и образования (грант ANSEF №PS-4986). Автор благодарит Фонд 

армянской науки и технологий (FAST) за аспирантский грант а также посольство 

Франции в Армении за докторский грант. 
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A  LAMBERT-W  EXACTLY  SOLVABLE  LEVEL-CROSSING   
CONFLUENT  HYPERGEOMETRIC  TWO-STATE  MODEL  

Т.А. ISHKHANYAN 

We introduce a new exactly integrable level-crossing model of quantum semiclassical 
two-state problem for which the analytic solution is written in terms of the Kummer confluent 
hypergeometric functions. This is a constant-amplitude field-configuration describing an 
asymmetric-in-time level-crossing process for which the laser field frequency detuning is given 
in terms of the Lambert-W function. The general solution of the problem for this model is 
written as a linear combination, with arbitrary constant coefficients, of two fundamental 
solutions each of which presents an irreducible linear combination of two confluent 
hypergeometric functions. We present the fundamental solutions and analyze the behavior of 
the system in the external field defined by the specific field configuration. 

 


