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Исследовано излучение заряда, равномерно вращающегося вокруг про-
водящего цилиндра, погруженного в однородную среду. Получены выражения 
для электрического и магнитного полей, а также для поверхностных зарядов и 
токов, индуцированных исходным зарядом на поверхности цилиндра. Выведена 
формула для спектрально-углового распределения интенсивности излучения. 
Представлены результаты численного анализа.  

1. Введение 

Важность исследований воздействия различных факторов на интенсив-

ность синхротронного излучения обусловлена его широким применением в раз-

личных областях науки и техники. Излучение заряда, вращающегося по 

окружности в однородной диэлектрической среде, исследовалось еще в середине 

прошлого века [1] (см. также [2−7]). В частности, было показано, что при выпол-

нении условия Черенкова частотно-угловое распределение излучения может су-

щественно отличаться от соответствующих характеристик для излучения в 

вакууме. 

Наличие границ раздела сред является дополнительным механизмом 

управления параметрами синхротронного излучения. Точно решаемые модели со 

сферически- и цилиндрически-симметричными границами рассматривались в ра-

ботах [8−23]. В задаче с погруженным в однородную среду диэлектрическим ци-

линдром, при определенных условиях на скорость излучающего заряда и 

диэлектрическую проницаемость цилиндра, в угловом распределении интенсив-

ности излучения на заданной гармонике появляются сильно выраженные пики. 

Пики присутствуют как в случае вращения вокруг цилиндра, так и внутри него. 

Синхротронное излучение заряда, вращающегося внутри цилиндрического вол-
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новода с диэлектрическим наполнением, рассматривалось в работе [24]. Соответ-

ствующие результаты для движения вдоль спиральной траектории, соосной с 

волноводом, приведены в работе [25]. 

Целью настоящей работы было исследование излучения заряда, вращаю-

щегося вокруг проводящего цилиндра, погруженного в однородную среду. 

2. Электромагнитное поле 

Рассмотрим точечный заряд q, равномерно вращающийся по круговой 

траектории с радиусом qr  и скоростью v  вокруг идеально проводящего цилин-

дра радиусом cr  ( c qr r ) в плоскости, перпендикулярной к оси цилиндра. Для 

общности предполагаем, что цилиндр погружен в среду с диэлектрической про-

ницаемостью  . Исходя из симметрии задачи, воспользуемся цилиндрической 

системой координат ( , , )r z  с осью z, направленной вдоль оси цилиндра. Для 

цилиндрических координат частицы имеем 0( , ,0)qr t , где 0 / qv r   − угловая 

скорость вращения. Векторный потенциал электромагнитного поля вне цилиндра 

получается из соответствующего результата для диэлектрического цилиндра с 

диэлектрической проницаемостью c  [10, 15] предельным переходом c  . 

Для l-ой компоненты векторного потенциала ( F A ), напряженностей электри-

ческого ( F E ) и магнитного ( F H ) полей имеем Фурье-разложение 
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где 1,2,3l   соответствуют ( , , )r z  компонентам. В лоренцовой калибровке 

Фурье-компоненты векторного потенциала можно представить в виде 
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где 1,2l   и 3 ( ) 0n zA k  . Здесь min( , )qr r r  , max( , )qr r r  , 2 2 2 2
0 / ,zn c k      

а ( )J x  и (1)( ) ( )H x H x   − соответственно функции Бесселя и Ганкеля первого 

рода. 
Исходя из (2), в области qr r  для Фурье-компонент магнитного поля с 

0n   находим 
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где введено обозначение 
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Для компонент с 0n   имеем ( ) ( )nl z nl zH k H k
  . При 0n   с помощью 

известного соотношения между векторами H и E для Фурье-компонент электри-

ческого поля получим 
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Выражения (3) и (5) для электрического и магнитного полей можно пред-

ставить в виде 

 (0) ( )( ) ( ) ( ),c
nl z z znl nlF k F k F k   (6) 

где (0) ( )znlF k  − соответствующая Фурье-компонента в однородной среде при от-

сутствии цилиндра, а ( ) ( )c
znlF k  обусловлена наличием проводящего цилиндра. 

Выражения для (0) ( )znlF k  получаются из формул (3) и (5) заменой 

( )n n qB J r    (первое слагаемое в правой части (4)). Вклады, индуцирован-

ные цилиндром, обусловлены вторым слагаемым в правой части (4). Формулы 

для ( ) ( )c
znlF k  получаются из формул (3) и (5) заменой nB  

( ) ( ) / ( )n c n q n cJ r H r H r      . В области c qr r r   выражения для ( ) ( )c
znlF k  не 

меняются, а в выражениях (0) ( )znlF k  следует произвести перестановку J H  

функций Бесселя и Ганкеля. 

Если заряд вращается близко к поверхности цилиндра ( / 1 1q cr r   ), то 

для nB   в ведущем порядке имеем 
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Отсюда следует, что поля в области qr r  стремятся к нулю в пределе q cr r . В 

этом пределе поле заряда компенсируется его изображением на поверхности ци-

линдра. 

Имея электрическое поле в области c qr r r  , можно найти плотность за-

ряда ( , , )z t  , индуцированного на поверхности цилиндра. Для соответствую-

щего Фурье-образа ( )n zk , определенного согласно 

 0( )( , , ) ( ),zin t ik z
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имеем 1, ( ) / (4 )
cn n r r zE k    . Используя выражение для радиальной компоненты 

электрического поля, находим 
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Подставляя это выражение в (8) и интегрируя по   и z, можно показать, что 
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т. е. полный заряд, индуцированный на поверхности цилиндра, равен заряду ча-
стицы с обратным знаком. В пределе q cr r  для поверхностного заряда получим 

0( , , ) δ( )δ( ) /
q c

cr r
z t q t z r


      , где предположено, что 00 2t     . Это 

выражение соответствует точечному заряду q , расположенному на поверхно-

сти цилиндра. 

Для плотности поверхностного тока, индуцированного на поверхности 
цилиндра, имеем [ ] / (4 )

c
s r r

c


  j n H , где n  − нормаль к поверхности цилин-

дра. Из выражений (3) следует, что 1 3 0s sj j  , и поэтому единственная ненуле-

вая компонента соответствует азимутальному току с плотностью 2sj 

3 / (4 )
cr rcH   . Для Фурье-компоненты магнитного поля имеем 
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Отсюда следует, что Фурье-компоненты поверхностного заряда и тока связаны 

стандартным соотношением 2 ( ) ( )sn z n zj k v k  , где 0 /c c qv r vr r   
 
− скорость 

изображения заряда на поверхности цилиндра. 

3. Интенсивность излучения 

Поскольку движение заряда периодическое, то спектр излучения является 

дискретным, и для частоты излучения имеем 0n n   , где 1,2,3,...n   − номер 

гармоники. На больших расстояниях от цилиндра угловое распределение интен-

сивности излучения на гармонике n, усредненное по периоду вращения, опреде-

ляется выражением 

 
2 2 2

2 20 2 2
1 1 1 1 cos ,
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B B B B
d c

   
          

 (12) 

где /v c   , sind d d      − элемент телесного угла,   − угол между осью 

цилиндра и направлением излучения, а 0( / ) coszk n c     − проекция волно-

вого вектора на ось цилиндра. В выражениях для 1nB   следует положить 

0( / ) sinn c     . В частности, отсюда следует, что sinqr n    . 

Рассмотрим некоторые предельные случаи. При отсутствии цилиндра 
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( )n n qB J r    и формула (12) сводится к соответствующему выражению для 

синхротронного излучения в однородной  изотропной среде [1, 2]: 

 
(0) 2 2 2

0 2 '2 2 2( sin ) cot θ ( βsin ) .
2

n
n n

dI q n
J n J n

d c


         

 (13) 

Из асимптотического выражения (7) следует, что в пределе q cr r  интенсив-

ность излучения заряда, вращающегося вокруг проводящего цилиндра, стре-

мится к нулю пропорционально  2
/ 1q cr r  . В этом пределе поле заряда 

компенсируется полем его изображения на поверхности цилиндра. При малых 

углах излучения   в ведущем порядке получим 
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Для излучения в однородной среде ненулевой вклад в интенсивность излучения 

под углом 0   дает только основная гармоника 1n  . В задаче же с проводя-

щим цилиндром интенсивность излучения при 0  обращается в нуль для всех 

гармоник, включая 1n  . 

Для оценки интенсивности излучения при больших значениях гармоники 

и при 1x   можно воспользоваться асимптотическими выражениями для функ-

ций Бесселя и Неймана 

 

1/2
1 2

1/3 1 2/3 12 1/4

1/2
1 ( ) ( )2

1 11/3 2/32 1/4

( )
( ) ( η ( )) 1 ( ( )) ,

(1 )

( )
( ) ( ( )) 1 ( ( )) .

(1 )

n

n

x x
J nx K n x x K n x

x

x x
Y nx I n x x I n x

x

 



 
 



        

         

 (15) 

Здесь, 0,  1,    ( ) ( ) ( ) ( )I u I u I u
    , 2 2

1( ) ln((1 1 ) / ) 1x x x x      , а 

( )K u  и ( )I u  − модифицированные функции Бесселя. При 1х   соответствую-

щие асимптотические формулы имеют вид 
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 (16) 

где ( ) ( ) ( ) ( )J u J u J u
     и 2

2 ( ) 1 arccos(1 / )x x x    . Асимптотические вы-

ражения (15) и (16) получаются из равномерных асимптотических разложений 

для цилиндрических функций, приведенных в работе [25]. При этом использу-

ются выражения для функций Эйри и их производных с помощью цилиндриче-

ских функций порядка 1/ 3   и 2 / 3 . Заметим, что функция 1( )x   2 ( )x  
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монотонно убывает (возрастает) в области 0 1x   (1 x  ) и 1 2(1) (1) 0.     

При 1 1x    имеем 3/2 3/2( ) 2 | 1| /3j x x   . Асимптотические выражения для 

функции Ганкеля следуют из выражений (15) и (16). 

При sin 1y      излучение заряда, вращающегося в однородной среде, 

в основном, сосредоточено на гармониках 11 / ( )n y  . При 11 / ( )n y  интен-

сивность излучения подавлена фактором 1exp[ 2 ( )]n y  . При условии 

sin 1y     , с помощью асимптотических выражений (16) получим 

 
( )2(0) 2 2 2

0 2 2( )2 1/32 1/2 2
22/3 2 1/22

ω ( ) ( ( ))
( 1) ( ( )) cos

( 1)6 sin
ndI q n y J n y
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. (17) 

В этом случае интенсивность излучения увеличивается с ростом n . Однако при 

больших значениях n  становится важной дисперсия диэлектрической проницае-
мости 0( )n    , и рост интенсивности ограничен условием Черенкова 

0( )v n c   . 

Для заряда, вращающегося вокруг проводящего цилиндра, при условии 
sin 1y      эффекты, индуцированные цилиндром, в интенсивности излучения 

на гармониках 11 / ( )n y  по сравнению с (0) /ndI d  подавлены фактором 

 1 1exp 2 [ ( / ) ( )]c qn yr r y   . Для значений отношения /c qr r , близких к единице, 

для коэффициента относительного подавления получим 

 2 2
1 1exp[ 2 ( ( / ) ( ))] exp[ 4 sin ( ) / ]c q q c rn yr r y r r           , 

где λr  − длина волны излучения. Для излучения в вакууме ( 1  ) и для углов , 

не слишком близких к / 2 , эффекты, индуцированные цилиндром, экспоненци-

ально подавлены для длин волн r q cr r   . Для релятивистских частиц и для уг-

лов, близких к / 2 , имеем 2 2 2 2sin ( / 2)          , и вклад цилиндра в 

общую интенсивность излучения может быть существенным для длин волн, зна-

чительно меньших расстояний от цилиндра. 

На рис.1 представлена спектрально-угловая плотность числа квантов на 

данной гармонике, излученных в течение одного периода вращения заряда в ва-

кууме ε 1  (рис.1a) и в кварце ε 3.75  (рис.1b), 

 
(c) (c)

0

n ndN T dI

d n d


  
 (25) 

в зависимости от угла   (в радианах) для гармоники 25n   и для энергии элек-

трона 2qE   МэВ для значений отношения / 0.95,  0.9c qr r   и 0.85. Пунктирные 

кривые соответствуют излучению в отсутствии проводящего цилиндра. Как 

видно из рис.1b, в случае излучения в среде число излученных квантов суще-

ственно больше по сравнению с излучением в вакууме. Это связано с тем, что в 
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дополнение к синхротронному имеется также черенковское излучение. Для слу-

чая вращения в среде излучение, в основном, сосредоточено в угловой области 

/ 2 / 2c c         , где arccos(1 / )c   . Для параметров, соответствующих 

рис.1b, имеем / 2 0.56c    , а для левого пика 0.61  .  

Число осцилляций в интервале углов π / 2 θ θ π / 2 θc c     возрастает с 

ростом n . Для случая излучения в вакууме число излученных квантов уменьша-

ется с ростом /c qr r . Как уже было указано выше, интенсивность излучения об-

ращается в нуль в пределе / 1c qr r  . 

Зависимость числа излученных квантов от номера гармоники представ-

лена на рис.2 для электрона с энергией 2 и 5 МэВ, вращающегося в вакууме, и 

Рис.1. Угловая плотность числа излученных квантов для гармоники 
n = 25 в зависимости от угла излучения для электрона с энергией 
2 МэВ: (a) в вакууме, (b) в кварце с диэлектрической проницаемо-
стью  = 3.75. Числа возле кривых соответствуют значениям отноше-
ния rc / rq. 

Рис.2. Число излученных квантов в зависимости от номера гармо-
ники для излучения в вакууме для энергии электрона 2 Мэв (1 и 2) и 
5 Мэв (3 и 4) и для углов излучения , равных 1.35 (1), /2 (2 и 3) и 
1.29 (4). 
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для углов излучения 1.35,  π/2  и 1.29. Численные расчеты проводились для зна-

чения / 0.9c qr r  . 

Заметим, что для релятивистских электронов длина волны излучения на 

заданной гармонике n  порядка 2π /qr n . Для гармоник ~102 и для радиуса орбиты 

~1 см можно получить излучение в терагерцовой области частот. Для электрона, 

движущегося в однородном магнитном поле extH , радиус орбиты определяется 

выражением 3
ext1.7 10 (γ / )qr H 

 
см, где extH  измерено в гауссах и 

2 2γ 1 / 1 /v c  . С помощью неодимовых магнитов можно получить магнитные 

поля ~104 Гс. Для электрона с энергией 2 МэВ соответствующий радиус 1qr   см. 

Выше было рассмотрено излучение на больших расстояниях от цилиндра. 

Для реальных проводников будут излучаться также поверхностные волны (о по-

верхностных волнах в цилиндрических структурах см., например, [26–28]). 

4. Заключение 

Исследовалось излучение заряда, вращающегося вокруг проводящего ци-

линдра. Определены напряженности электромагнитного поля, а также поверх-

ностный заряд и ток, индуцированные на поверхности цилиндра. Выведена 

формула для частотно-углового распределения интенсивности излучения на 

больших расстояниях от цилиндра. Для случая заряда, вращающегося в вакууме, 

наличие цилиндра приводит к подавлению излучения по сравнению с обычным 

синхротронным излучением в вакууме. При стремлении радиуса орбиты враще-

ния к радиусу цилиндра интенсивность излучения стремится к нулю. В этом пре-

деле поле заряда компенсируется полем его изображения на поверхности 

цилиндра. Картина существенно меняется, если заряд вращается в среде и выпол-

няется условие Черенкова. В этом случае интерференция синхротронного и че-

ренковского излучений приводит к осцилляциям в угловом распределении 

интенсивности излучения. Излучение, в основном, сосредоточено в области уг-

лов π / 2 θ θ π / 2 θc c     и интенсивность существенно превосходит соответ-

ствующую величину для случая вращения в вакууме. 
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RADIATION  FROM  A  CHARGE  ROTATING  AROUND  A  PERFECTLY  
CONDUCTING  CYLINDER  

A.A. SAHARIAN,  A.S. KOTANJYAN,  T.S. VARDANYAN 

The radiation from a charge uniformly rotating around a conducting cylinder immersed into 
a homogeneous medium are investigated. Expressions are provided for the electric and magnetic 
fields, for the surface charge, and current densities induced by the charge on the cylinder surface. A 
formula is derived for the spectral-angular distribution of the radiation intensity. The results of the 
numerical analysis are presented. 

 


