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Рассмотрены экситонные состояния в полупроводниковом квантовом 
кольце из CdTe с магнитной примесью, во внешнем магнитном поле с учетом 
спинового взаимодействия между электроном и дыркой, а также s,p-d взаимо-
действий между электроном, дыркой и магнитной примесью. Показано, что при 
наличии s,p-d спиновых взаимодействий между экситоном и магнитной приме-
сью основное состояние экситона расщепляется на 12 двукратно вырожденных 
уровней. Внешнее магнитное поле полностью снимает двукратное вырождение. 
Предложен метод оценки значений интенсивностей s,p-d взаимодействий. Ис-
следован также оптический спектр системы для различных поляризаций света и 
начального состояния проекции спина магнитной примеси.  

1. Введение 

Интенсивные исследования в области теории и эксперимента полупро-
водниковых квантовых точек (КТ) – систем с полностью дискретным энергети-
ческим спектром, обусловлены, в частности, тем обстоятельством, что их фор-
му, число электронов и дырок в них можно целенаправленно варьировать по-
средством различных воздействий [1,2]. Квантовые кольца (КК), так же как и 
КТ, относятся к полупроводниковым кластерам с нанометровыми размерами, 
ограничивающим движение электрона по всем трем направлениям [3]. Наблю-
дение осцилляций Ааронова–Бома [4] и незатухающих токов в маленьких про-
водящих кольцах [5], а также недавние экспериментальные разработки по изго-
товлению КК с несколькими электронами [6-8], сделали их интересными объек-
тами как для экспериментальных исследований, так и для обоснований теории 
многих частиц в квазиодномерных системах [9,10].  

Изготовление полупроводниковой КТ, легированной одним атомом маг-
нитной примеси – атомом марганца (Mn), стимулировало проведение интен-
сивных экспериментальных [11-13] и теоретических [14-17] исследований по 
контролированию одного спина в КТ. Выявление и контроль одного магнитного 
атома в КТ и КК является фундаментальным размерным пределом для хранения 
информации. Сильные и электрически контролируемые спиновые взаимодей-
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ствия, существующие в магнитных полупроводниках, дают возможность иссле-
довать процессы считывания и контроля состояний одного магнитного атома.  

Легирование КТ и КК магнитными атомами приводит к возникновению 
новых, весьма специфических оптических переходов и особенностей s,p-d об-
менных взаимодействий в них. В работах [18,19] описаны эксперименты, де-
монстрирующие влияние магнитной примеси на оптические свойства экситонов 
в КТ. Оптические свойства КТ, содержащих магнитную примесь, теоретически 
были исследованы разными группами [15,20-23]. В работе [12] представлен но-
вый метод оптического контроля спина одной магнитной примеси в КТ и пока-
зано, что оптическое возбуждение атома магнитной примеси фотонами круго-
вой поляризации можно использовать для получения неравновесного распреде-
ления его спина даже в отсутствие магнитного поля. Другой подход для оптиче-
ского переключения спина магнитной примеси в КТ с использованием сверх-
быстрых лазерных импульсов и оптического эффекта Штарка развит в работах 
[14,16,17]. В работе [15] представлен другой подход для переключения спина 
магнитной примеси в КТ с использованием магнитного поля. Спиновые состоя-
ния и незатухающие токи в КК, содержащих магнитную примесь, теоретически 
были исследованы в работе [24]. В работе [25] сообщалось о получении колец 
из GeSi, содержащих магнитные примеси марганца. 

В данной работе исследованы экситонные и оптические свойства полу-
проводникового КК из CdTe с магнитной примесью в магнитном поле. Показа-
но, что при наличии s-d и p-d спиновых взаимодействий между экситоном и 
магнитной примесью основное состояние экситона расщепляется на 12 дву-
кратно вырожденных (по знаку проекции полного момента) уровней. Внешнее 
магнитное поле полностью снимает это двукратное вырождение, однако при 
определенных значениях индукции магнитного поля для некоторых уровней 
вырожденность восстанавливается из-за сокращения зеемановского члена маг-
нитной примеси и члена спинового взаимодействия между примесью и дыркой. 
Измеряя величину индукции магнитного поля, при которой наблюдается груп-
пирование уровней, можно оценить интенсивности спинового взаимодействия 
для электрона и дырки. Показано также, что при определенном значении спина 
магнитной примеси и поляризации света оптические переходы наблюдаются 
только для одного энергетического уровня экситона из группы 24 уровней.  

2. Теория 

 Рассмотрим систему, состоящую из электрона и дырки (экситона) в КК, 
содержащем магнитную примесь – атом марганца, в магнитном поле. В полу-
проводниковых соединениях типа II-VI атом марганца формирует изоэлектри-
ческую примесь со спином 5/2, поэтому взаимодействует с экситоном только 
спиновыми взаимодействиями [22]. Гамильтониан системы можно представить 
в следующем виде: 

Mne h eh s d p d ehH H H V H H H H        ,    (1) 
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где eH  ( hH ) – одночастичный гамильтониан электрона (дырки), ehV – потенци-
альная энергия кулоновского взаимодействия между электроном и дыркой, 

δ( )s d e e MnH J   r r σS  и δ( )p d h h MnH J   r r jS  – операторы спинового об-
менного взаимодействия атома марганца Mn со спином S  с электроном и дыр-
кой с интенсивностями eJ  и hJ , соответственно, δ( )eh eh e hH J  r r σj  – опера-
тор спинового обменного взаимодействия электрона с дыркой с интенсивно-
стью ehJ  [26], ( )σ j  – спин электрона (дырки), Mn MnμB zH g BS  – зеемановская 
энергия магнитной примеси в магнитном поле. Одночастичный гамильтониан 
электрона  

   2
conf

1 1
, μ σ

2 2e e B z
e

H e V z g B
m

    p A ,   (2) 

где (0, ρ 2 ,0)BA  – векторный потенциал магнитного поля в кулоновской 
калибровке,  conf ,V z  – ограничивающий потенциал КК, а последнее слагае-
мое – зеемановская энергия электрона, B – магнетон Бора, ( , , Mn)ig i e h  – 
множитель Ланде. Как было показано в [27], влияние учета сложной структуры 
валентной зоны на основное дырочное состояние в КТ незначительно, поэтому 
в дальнейшем изложении использован гамильтониан дырки в однозонном при-
ближении, который выражается формулой (2) с заменой параметров электрона 
на соответствующие параметры тяжелой дырки. Для узких колец, т.е. когда 
W R , где W  – полуширина, а R  – радиус кольца, радиальное движение 
намного быстрее по сравнению с движением в азимутальном направлении (т.н. 
адиабатическое приближение [28]).  

Рассматривая состояния электрона и дырки как в радиальном, так и в z-
направлении как состояния в узкой, непроницаемой квантовой яме, и пренебре-
гая их кулоновским взаимодействием и влиянием магнитного поля, для энергии 
и волновой функции электрона (e) и дырки (h) в основном состоянии будем 
иметь:  
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где ρn , m  и zn  – квантовые числа,  ρmJ  и  ρmY  – функции Бесселя первого 
и второго рода, соответственно [29], L – толщина КК, ρC  – постоянная норми-
ровки, а 0k  определяется из граничного условия. 

 Рассматривая одномерное движение электрона и дырки по окружности с 
фиксированным радиусом R  , а кулоновский потенциал взаимодействия – 
короткодействующим, аппроксимируя его дельта-функцией [30], приходим к 
следующему уравнению Шрёдингера для экситона без учета спиновых взаимо-
действий:  
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где φE  – энергия азимутального движения, gE  – ширина запрещенной зоны 

полупроводника, из которого изготовлено КК, 2A BR . Для решения уравне-
ния (5) перейдем к переменным движения центра масс и относительного дви-
жения: 

φ φe e h h
c

e h

m m
m m


 


 , φ φ φe h  .        (6) 

Представляя волновую функцию экситона в виде произведения 
(φ ,φ ) ( ) (φ)e h c c     , для функции ( )c c  , описывающей движение экси-

тона как целого, и для его энергии cE  получим: 
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где e hM m m   – масса экситона, 0, 1, 2,...N    – квантовое число, следова-
тельно, N  – собственное значение проекции орбитального момента экситона 
на ось .z  Сделав обозначения 
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где μ /e hm m M – приведенная масса экситона, rE – энергия относительного 
движения, связанная с собственным значением уравнения (5) соотношением 

φr c gE E E E   , для волновой функции относительного движения (φ)  по-
лучим следующее уравнение: 
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Можно показать [30], что из-за периодичности потенциала взаимодействия, 
имеющего период 2π,  волновая функция должна иметь блоховский вид: 

   φφ φile u  ,    2u u    ,        (10) 
a параметр 
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,                (11)  

где k  – аналог квазиимпульса в кристалле, принимающий значения в зоне 
Бриллюэна 1 2 1 2k   , 1n  и 2n  – целые числа, связанные с квантовым чис-
лом соотношением 1 2N n n  . Решая уравнение (9) в точках φ 0, 2π, 4π... , где 
частица не взаимодействует с потенциалом и, накладывая граничные условия в 
точках присутствия потенциала с помощью формулы (10), для определения 
собственных  значений  энергии  приходим  к  трансцендентному  уравнению 
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а для волновой функции получаем следующие выражения: 
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     для 2π φ 0   ,  (14) 
где φC  – постоянная  нормировки.  Для основного  связанного  состояния,  ког-

да ε 0 , в уравнениях (12)–(14) следует учесть, что    cos εφ ch ε φ  и 

   sin εφ sh ε φi , а также 0N  , и поэтому, согласно соотношению (11), 

1l n .  
 Для рассмотрения спинового взаимодействия следует составить волно-

вую функцию электрона, дырки и магнитной примеси как разложение по пря-
мым произведениям функций (3), (4) для электрона и дырки по отдельности, 
функций основных состояний (7), (13) или (14) и собственных функций для 
магнитной примеси: 
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где σ 1 2z   , 3 2zj    и 1 2, 3 2 , 5 2zS     , a zJ  – проекция полного 
момента   J σ j S , являющегося в данном случае интегралом движения. Для 
определения влияния спинового гамильтониана на энергетические уровни си-
стемы следует вычислить матричные элементы спинового гамильтониана в ба-
зисе получаемого из компонент разложения (17) и затем определить его соб-
ственные значения. Следовательно, для матричного элемента спинового взаи-
модействия электрона и дырки получим: 
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Спиновый оператор для дырки j , в силу однозонного приближения, 
имеет в матричном представлении компоненты, отличные от нуля только для 

zj : 
3 2 0
0 3 2zj 


 
 
 

.      (17) 

Считая, что атом марганца находится в точке Mnρ R , Mnφ 0 , Mn 0z  , 
для матричных элементов взаимодействия магнитной примеси с электроном 
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( s dM  ) и с дыркой ( p dM  ) получим: 
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   (19) 

Наконец, для вычисления спиновых матричных элементов в (18) и (19) 
введем повышающие и понижающие операторы S  и S , согласно соотноше-
ниям 

   
   

1 1 1 ,

1 1 1 .

z z z z

z z z z

S S S S S S S

S S S S S S S

     

    
      (20) 

Общее число базисных векторов, использованных для спинового га-
мильтониана, равно 2 2 6 24   . Проблема была решена с помощью числен-
ной диагонализации полученной спиновой матрицы.  

 Для изучения вероятностей оптических переходов предположим, что в 
начальном состоянии валентная зона КК полностью заполнена, а зона проводи-
мости пуста. Тогда состояние системы будет определяться только спином маг-
нитной примеси. Предположим также, что магнитная примесь находится в чи-
стом состоянии с определенной проекцией спина магнитной примеси, т.е. 

zi S . После взаимодействия с фотоном система переходит в конечные со-
стояния, определенные как собственные функции спинового гамильтониана и 
представляемые в виде (15). В рамках электрического дипольного приближения 
для относительных интенсивностей всех разрешенных переходов получим: 

 
2

~ ,
zJ zP m m S  ,         (21) 

где 1,0, 1m    характеризует поляризацию света ( σ π-,σ --,   поляризации, со-
ответственно [20,23]). Предполагается, что при оптических переходах спиновое 
состояние магнитной примеси не меняется.  

3. Обсуждение результатов 
 Численные расчеты проведены для квантового кольца из CdTe с исполь-
зованием значений параметров 00.096em m , 00.526hm m , 1568gE  мэВ, 
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1.5eg   , 0.1hg   , Mn 2g  [31], 15eJ  мэВ нм3, 60hJ   мэВ нм3 [14,15], 
81.63ehJ   мэВ нм3 [26], 100 ÅR  , 15 Å,W   30 ÅL  , 10U  мэВ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1. Зависимость энергетических уровней основного состояния 
экситона от индукции магнитного поля с учетом спинового взаимо-
действия между электроном и дыркой. 

 
 На рис.1 представлены зависимости энергетических уровней основного 

состояния экситона от индукции магнитного поля при наличии спинового взаи-
модействия между электроном и дыркой.  

 При отсутствии магнитного поля и без учета спинового взаимодействия 
основное состояние экситона в КК вырождено четырехкратно по спинам элек-
трона и дырки, а эти состояния характеризуются проекцией полного спинового 
момента 1, 2zJ    . Магнитное поле полностью снимает спиновое вырожде-
ние вследствие зеемановского расщепления, а эти состояния можно характери-
зовать как яркие экситонные ( 1zJ   ) и темные экситонные ( 2zJ   ) в силу 
разрешенности оптических переходов на эти состояния. Спиновое взаимо-
действие между электроном и дыркой снимает четырехкратное вырождение 
между яркими и темными уровнями также при отсутствии магнитного поля. 
Как видно из рис.1, два энергетических уровня с меньшей энергией соответ-
ствуют темным состояниям с 2zJ   , а два уровня с большей энергией – ярким 
состояниям с 1zJ   . При этом, для пары ярких состояний проекция полного 
момента для нижнего уровня 1zJ   , а для верхнего уровня 1zJ  .   

На рис.2 представлены зависимости энергий оптических переходов для 
основного состояния экситона от индукции магнитного поля при наличии спи-
новых взаимодействий между электроном и дыркой. Темные квадраты соответ-
ствуют σ -поляризации света, а светлые – σ -поляризации. Размер квадрата 
соответствует вероятности перехода. Как видно из рис.2 и как следует из сде-
ланных выше рассуждений, для света с правой круговой σ -поляризацией оп-
тические переходы разрешены на верхний уровень ярких состояний, а для левой 
круговой σ -поляризации – на нижний уровень ярких состояний. 
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Рис.2. Зависимость энергий оптических переходов для основного 
состояния экситона от индукции магнитного поля при наличии спи-
новых взаимодействий между электроном и дыркой. 

 
 При наличии магнитной примеси s,p-d спиновые взаимодействия приво-

дят к расщеплению вышеуказанных четырех уровней на 24 уровня, связанных с 
шестью возможными проекциями спина магнитной примеси. На рис.3 пред-
ставлены зависимости энергетических уровней основного состояния экситона 
от индукции магнитного поля при наличии магнитной примеси и спиновых вза-
имодействий. Тогда волновую функцию каждого энергетического уровня мож-
но разложить по всем 24 базисным функциям (15). При определенном значении 
индукции магнитного поля каждый энергетический уровень можно обозначить 
базисным компонентом с наибольшим весом. Например, для первых двух уров-
ней главные базисные компоненты можно характеризовать значениями  
квантовых чисел σ 1 2, 3 2, 5 2z z zj S     и σ 1 2, 3 2, 5 2z z zj S     ,  
соответственно, поэтому их можно обозначить как 1 2,3 2, 5 2  и 

1 2, 3 2,5 2  .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Рис.3. Зависимость энергетических уровней основного состояния 
экситона от индукции магнитного поля при наличии магнитной 
примеси и s,p-d спиновых взаимодействий. 
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 Как видно из рис.3, при отсутствии магнитного поля все энергетические 
уровни двукратно вырождены по знаку проекции полного момента zJ . Маг-
нитное поле снимает это вырождение вследствие зеемановского взаимодей-
ствия. Видно также, что при двух значениях индукции магнитного поля энерге-
тические уровни, расщепленные при отсутствии магнитного поля из-за спино-
вых взаимодействий, собираются в две группы, становясь снова вырожденны-
ми. Нижней группе соответствует значение индукции 5 TB  , и уровни в этой 
группе можно обозначить как 1 2, 3 2,Sz  , где zS  принимает все допусти-
мые значения. Верхней группе соответствует значение индукции 6 TB  , и 
уровни в этой группе можно обозначить как 1 2, 3 2,Sz , где zS  опять прини-
мает все допустимые значения. Такое поведение энергетических уровней связа-
но с тем, что матричные элементы спинового гамильтониана практически не 
зависят от индукции магнитного поля, а матричный элемент спинового взаимо-
действия для 3 2zj    и член зеемановского взаимодействия для магнитной 
примеси имеют противоположные знаки. Усиление магнитного поля приводит к 
увеличению  члена  зеемановского  взаимодействия  для  магнитной  примеси, и  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис.4. Зависимость энергий оптических переходов для основного 
состояния экситона от индукции магнитного поля при наличии маг-
нитной примеси и s,p-d спиновых взаимодействий ((а) σ -поля-
ризация, (б) σ -поляризация). 
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при определенном значении индукции  магнитного  поля  эти  два  члена  взаим-
но сокращаются. Из-за дополнительных членов взаимодействия это явление 
наблюдается при различных значениях магнитного поля для σ 1 2z   . Следо-
вательно, измеряя значение индукции магнитного поля, при котором наблюда-
ется группирование уровней, можно оценить значения интенсивностей спино-
вого взаимодействия eJ  и hJ . 

На рис.4 представлены зависимости энергий оптических переходов для 
основного состояния экситона от индукции магнитного поля при наличии маг-
нитной примеси и всех спиновых взаимодействий. Форма и заполненность то-
чек соответствуют различным значениям спина магнитной примеси в началь-
ном состоянии, а размер соответствует вероятности перехода. Как видно из 
рис.4, при определенном значении спина магнитной примеси и поляризации 
света оптические переходы наблюдаются только для одного энергетического 
уровня из группы 24 уровней. Например, если в начальном состоянии 5 2zS  , 
то для σ -поляризации имеет место переход только на уровень, обозначенный 
как 1 2,3 2,5 2  (светлые квадраты на рис.4а), а для σ -поляризации – 
1 2, 3 2,5 2  (темные квадраты на рис.4б). Аналогично, если в начальном со-

стоянии 5 2zS   , то для σ -поляризации имеет место переход только на уро-
вень 1 2,3 2, 5 2   (светлые квадраты на рис.4а), а для σ -поляризации – 
1 2, 3 2, 5 2   (темные квадраты на рис.4б).  

Исследование выполнено при финансовой поддержке ГКН МОН РА в 
рамках научных проектов № SCS 13-1C196 и № 13RF-093, а также при финан-
совой поддержке Национального фонда науки и передовых технологий 
(NFSAT), Программы помощи молодым ученым и Американского фонда граж-
данских исследований и развития (CRDF) в рамках научного проекта №YSSP-
13-06.  
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ՍՊԻՆԱՅԻՆ  ՓՈԽԱԶԴԵՑՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ   ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ  
ԽԱՌՆՈՒԿ  ՊԱՐՈՒՆԱԿՈՂ  ՔՎԱՆՏԱՅԻՆ  ՕՂԱԿՈՒՄ 

Ա․Խ․ ՄԱՆԱՍԵԼՅԱՆ,   Ա.Վ․ ՂԱԶԱՐՅԱՆ,   Ա.Ա․ ԿԻՐԱԿՈՍՅԱՆ 

Ուսումնասիրված են էքսիտոնային վիճակները մագնիսական խառնուկ պարունակող 
CdTe կիսահաղորդչային քվանտային օղակում արտաքին մագնիսական դաշտում։ 
Հաշվարկները կատարվել են էլեկտրոնի և խոռոչի միջև սպինային փոխազդեցության, ինչ-
պես նաև էլեկտրոնի, խոռոչի և մագնիսական խառնուկի միջև s,p-d փոխազդեցությունների 
հաշվառմամբ։ Ցույց է տրված, որ s,p-d սպինային փոխազդեցությունների առկայությամբ 
էքսիտոնի հիմնական վիճակի էներգիան ճեղքվում է 12 կրկնակի այլասերված էներգիական 
մակարդակների։ Արտաքին մագնիսական դաշտը լրիվ վերացնում է այդ այլասերումը։ 
Առաջարկված է s,p-d փոխազդեցությունների ինտենսիվությունների գնահատման նոր եղա-
նակ։ Ուսումնասիրված է նաև համակարգի օպտիկական սպեկտրը լույսի տարբեր բևե-
ռացումների և խառնուկի սպինի պրոյեկցիայի տարբեր սկզբնական արժեքների դեպքում։ 

SPIN  INTERACTIONS  IN  A  QUANTUM RING  
CONTAINING  A  MAGNETIC  IMPURITY 

A.Kh. MANASELYAN,  A.V. GHAZARYAN,  A.A. KIRAKOSYAN 

Exciton states in a semiconductor CdTe quantum ring containing a single magnetic impurity 
in an external magnetic field are considered. The electron–hole spin interaction and sp-d 
interactions between electron, hole and magnetic impurity are also taken into account in the 
calculations. It is shown that due to the s,p-d spin interactions the ground state exciton energy 
splits into 12 doubly degenerate energy levels. The external magnetic field removes this 
degeneracy. A method is proposed to determine the values of the strengths of s,p-d interactions. 
The optical spectrum of the system for different polarizations of the incident light and for different 
initial states of the magnetic impurity spin projection is studied. 


