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(Поступила в редакцию 23 сентября 2010 г.) 

Исследованы фишеровские нули для статистической суммы, относительно 
температурно-зависимого параметра. Использовано приближение Изинга для 
модели Гейзенберга с двух- и трехчастичными обменными взаимодействиями 
на решетке Хусими. Данная модель является аппроксимацией третьего слоя 
3
Ηe,  нанесенного на поверхность графита (решетка кагоме). Используя методы 
теории динамических систем, найдено точное рекуррентное соотношение для 
статистической суммы системы. Показано наличие фазового перехода как в 
реальной, так и в комплексной области на температурной плоскости.   

1. Введение 

Слои жидкого и твердого 3Ηe, нанесенные на поверхность графита, 
играют важную роль при изучении магнитных свойств гелия [1-4]. Первые два 
слоя этой системы образуют двумерную треугольную решетку, а третий слой 
является системой частиц со спином 1/2 на решетке кагоме [5-7]. Как 
экспериментальные [8-10], так и теоретические [11] исследования показывают, 
что трехчастичное взаимодействие является доминирующим в данной системе. 
При уменьшении плотности частиц 3Ηe магнитные свойства системы 
переходят от ферромагнитного к антиферромагнитному типу. Такое поведение 
можно объяснить при помощи теории многочастичного спинового обмена. При 
больших плотностях система плотно упакована и трехчастичное 
взаимодействие играет доминирующую роль, следовательно, система является 
ферромагнетиком. С уменьшением плотности двухчастичное взаимодействие 
становится доминирующим и магнитные свойства изменяются на 
антиферромагнитные.  

В данной статье мы используем динамический подход, основанный на 
точном рекуррентном соотношении для статистической суммы системы. 
Важным элементом данного подхода является так называемая аппроксимация 
рекурсивной решеткой [12], что является мощным инструментом при 
исследовании многих теоретических проблем в статистической механике. Мы 
аппроксимируем решетку кагоме рекурсивной решеткой Хусими. Магнитные 
свойства для многих решеток, в том числе и для решетки Хусими, были 
исследованы с помощью динамического подхода, а также метода трансфер-
матрицы (см. работы [13-26]).  
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При наличии сильного внешнего магнитного поля модель Гейзенберга 
можно аппроксимировать моделью Изинга. При отсутствии магнитного поля в 
твердом и жидком 3Ηe, конечно, нельзя пренебрегать поперечными 
взаимодействиями, но сильное магнитное поле, направленное по оси z , 
предположительно, ослабит поперечное взаимодействие. Ожидается, что в этом 
случае компоненты спина σx  и σ y  будут крайне малы по сравнению с σ z -
компонентой и могут быть отброшены [1,14,16].  

Когда система претерпевает фазовый переход, некоторые 
термодинамические величины (такие, как свободная энергия) становятся 
сингулярными в точках фазового перехода. Так как термодинамические 
функции можно выразить через статистическую сумму, то, при изучении 
фазовых переходов важно исследовать статистическую сумму системы, в 
частности, нули статистической суммы. В 1952 г. Янг и Ли [27] предложили 
метод исследования фазовых переходов при помощи нулей статистической 
суммы в комплексной области (нули Янга–Ли). Они исследовали 
статистическую сумму ферромагнитной модели Изинга как полином по 
параметру 2 BH k Te− , где H - величина комплексного магнитного поля, и доказали 
теорему, которая утверждает, что для модели Изинга комплексные нули 
статистической суммы расположены на окружности единичного диаметра на 
комплексной плоскости. Они показали, что в термодинамическом пределе 
система претерпевает фазовый переход только в том случае, когда 
распределение нулей Янга–Ли на комплексной плоскости пересекает 
положительную действительную ось. Позже Фишер [28] начал исследование 
нулей статистической суммы на комплексной температурной плоскости 
(фишеровские нули). Он показал, что комплексно-температурные нули 
статистической суммы модели Изинга, при отсутствии магнитного поля на 
квадратной решетке, располагаются на двух окружностях ν 1 2| ± | = , где 
ν tanh( 2 )BJ k T= .  Нули Янга–Ли и Фишера можно изучать, используя подход 
динамических систем [29-32] или методом трансфер-матрицы [33-38].  

Данная статья организована следующим образом. Раздел 2 посвящен 
исследованию модели Гейзенберга с двух- и трехчастичным обменным 
взаимодействием на решетке Хусими и его аппроксимации с помощью модели 
Изинга. В разделе 3 получено точное рекуррентное соотношение для 
статистической суммы. Затем методом динамических систем исследованы 
фишеровские нули. И, наконец, в разделе 5 содержатся заключительные 
замечания.  

2. Гамильтониан с двух- и трехчастичным обменным взаимодействием 

Гамильтониан для 3Ηe состоит из двух частей:  

 ex ZH H H= + ,  (1) 

где exH  есть гамильтониан обменного взаимодействия, а ZH  – зеемановский 
гамильтониан. В общем случае гамильтониан для многочастичного обменного 
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взаимодействия можно записать следующим образом [1]:  

 ( )α

α

1
p

ex n n
n

H J P
,

= − ,−∑  (2) 

где суммирование происходит по всем перестановкам частиц, nP  – оператор 
перестановки n частиц, αnJ  – соответствующая энергия обмена (посредством α  
различаются топологически неэквивалентные n-циклы) и p – четность 
перестановки, т.е. p является четным (нечетным) числом, если nP  
соответственно разлагается на произведение четного (нечетного) числа 
операторов парных перестановок. Для решетки кагоме (см. рис.1а) 
гамильтониан с двух- и трехчастичным обменным взаимодействием можно 
записать как 

 1
2 3

pairs triangles
ex ij ijk ijkH J P J P P− 

 
 

= − + ,∑ ∑  (3) 

где ijP  – оператор парных перестановок, ijkP  – оператор циклической 
перестановки в треугольнике. Первое суммирование проводится по всем 
ребрам, а второе – по всем треугольникам. Выражение для оператора парных 
перестановок было впервые получено Дираком [39] и имеет следующий вид: 

 
1

1
2ij i jP  
 
 

= + ,σ σ  (4) 

где iσ  – матрицы Паули для вершин i. Используя (4), можно получить 
выражение для .ijkP  Следуя [1,14,16], можно записать следующее выражение 
для гамильтониана с двух- и трехчастичным обменным взаимодействием на 
решетке кагоме: 

 32 1 1
2 2ex i j i j j k k i

i j i j k

JJ
H    

   
   

, , ,

= + − + + + .∑ ∑σ σ σ σ σ σ σ σ  (5) 

Выражение для зеемановского гамильтониана имеет следующий вид [1]:  

 
γ

2Z i
i

H = − ,∑ Bσh  (6) 

где γ  – гиромагнитное отношение для частиц 3Ηe, а B – магнитное поле. 
Следовательно, выражение для гамильтониана с двух- и трехчастичным 
обменным взаимодействием на решетке кагоме имеет следующий вид: 

 32 γ
1 1

2 2 2i j i j j k k i i
i j i j k i

JJ
H    

   
   

, , ,

= + − + + + − .∑ ∑ ∑σ σ σ σ σ σ σ σ Bσh  (7) 

К гейзенберговскому гамильтониану (7) для 3Ηe можно применить 
некоторое приближение. Во-первых, матрицы Паули в гейзенберговском 
гамильтониане можно заменить на классические трехмерные векторы 
единичной длины s (так называемая классическая O(3) модель Гейзенберга). 
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Более того, в сильном, направленном по оси z, магнитном поле вклад от x- и y-
компонент вектора s будет невелик по сравнению с z-компонентой, которая 
принимает в этом случае значения 1,zs = ±  то есть модель Гейзенберга можно 
аппроксимировать моделью Изинга на решетке кагоме. Следовательно, 
гейзенберговский гамильтониан (7) можно переписать следующим образом:  

 32 1 1
2 2i j i j j k k i i

i j i j k i

JJ
H s s s s s s s s h s   

   
   

, , ,

= + − + + + − ,∑ ∑ ∑  (8) 

где ( )γ 2 .zh B≡ h   

 

 

 

 

 

 

Рис.1. а) Решетка кагоме; б) решетка (дерево) Хусими. 

3. Рекуррентное соотношение для статистической суммы 

Решетка кагоме может быть аппроксимирована рекурсивной решеткой 
(деревом) Хусими (см. рис.1), так как рекурсивная решетка дает возможность 
получить точное рекуррентное соотношение для статистической суммы и 
применить теорию динамических систем.  

Статистическая сумма системы с гамильтонианом (7) имеет следующий 
вид:  

 ( )1 2

{ }

n B

i

H s s s k T

s

Z e− , ,... /= ,∑  (9) 

где Bk  – константа Больцмана, T – температура, и суммирование проводится по 
всем 1 2{ }ns s s, ,...  возможным конфигурациям системы. В остальной части статьи 
все константы связи будут определяться в единицах константы Больцмана, 
вследствие чего новые константы связи будут иметь размерность температуры 
( 2 2 3 3B B BJ k J J k J h k h≡ , ≡ , ≡ ). Используя выражение для гамильтониана (8), 
можно записать  

      
( )1 2 32 1 1

2 2
n

i j i j j k k i i
i j i j k iB

H s s s JJ h
s s s s s s s s s

k T T T T
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Чтобы получить рекуррентное уравнение для статистической суммы, 
решетку Хусими надо разделить на три тождественные части (ветви), как это 

а) б) 
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показано на рис.2, и в выражении для статистической суммы сначала 
выполнить суммирование по всем спинам на всех трех ветвях, а потом – по 
спинам центрального треугольника. Результат суммирования по каждому из 
ветвей будет одинаковым и будет зависеть только от значения 
соответствующего спина на центральном треугольнике. Введя обозначение  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 1 2 2 3 3 1 3 1 2 2 3 3 1( ) 2 3 2 1 ,s s s J s s s s s s J s s s s s s∆ , , ≡ − + + + + + + +  (11) 

можно переписать выражение для статистической суммы следующим образом:  

 
( 0)
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(0) (0) (0)1 2 3 1 2 3
1 2 3
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exp ( ) ( ) ( )
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n n n
s

s s s h s s s
Z g s g s g s

T T

 ∆ + +
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∑  (12) 

где суммирование проводится по спиновым переменным центрального 
треугольника, а посредством (0)( )n ig s  обозначен вклад от ветви, начинающейся 
от (0)

is  – спина центрального треугольника.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.2. Процедура выведения рекуррентного соотношения 
для статистической суммы на решетке Хусими.  

 
Точно таким же образом можно выразить (0)( )n ig s  при помощи (1)

1( )n ig s− ,  
и, следовательно, 
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2 3
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1 2 3 2 3(0) (1) (1)

1 1 2 1 3( ) exp ( ) ( )n n n
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T T

   
   
   

− −

 ∆ , , + = + . 
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Проводя суммирование, получим для ( )n ig s   
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где мы переобозначили ( )n ig s  как ( )ng ± , в зависимости от знака .is  Введя 
переменную ( ) ( ) ,n n nx g g= + −  можно получить следующее рекуррентное 
уравнение для :nx   

 
1

2 2

2 2

( )

1 2
( )

2

n nx f x

cx ac x
f x

a cx c x

−= ,

+ += ,
+ +

 (15) 

где ( )3 22 ,J Ja e T−≡  2h Tc e≡ . Термодинамические функции, такие как 
намагниченность, магнитная восприимчивость и т.д., можно выразить 
посредством nx . Для того, чтобы для данных значений магнитного поля h [29] и 
температуры T рассчитать значение некоторой термодинамической функции, 
необходимо проитерировать рекуррентное соотношение (15), начиная с 
некоторого начального значения 0x . Термодинамическому пределу 
соответствует бесконечное количество итераций ( ).n → ∞   

4. Фишеровские нули на решетке Хусими 

Обычно фишеровские нули системы определяют как нули 
статистической суммы по отношению к некоторому зависящему от 
температуры параметру µ  на комплексной плоскости [Re(µ) Im(µ)], . В 
уравнении (15) таких параметров два: 3 22( )J J Ta e −=  и 2 .h Tc e=  Формально 
можно записать kc a= , где ( )3 2k h J J= − . Таким образом, выбирая в качестве 
зависящего от температуры параметра 3 22( )J J Ta e −=  и принимая во внимание, 
что kc a= ,  уравнение (15) примет следующий вид:  

 
2 1 2

2 2

1 2
( )

2

k k

k k

a x a x
f x

a a x a x

++ += .
+ +

 (16) 

Изучая динамику рекуррентного уравнения (16), можно найти фишеровские 
нули системы.  

Точка x∗  называется неподвижной точкой рекуррентного соотношения 

1( )n nx f x −= , если ( )x f x∗ ∗= . Как известно из теории динамических систем, при 
стремлении к бесконечности количества итераций (n → ∞ ), предел 
последовательности отображений может совпадать либо только с одной из 
неподвижных точек, либо с некоторым множеством, состоящим из конечного 
числа точек, либо иметь хаотичную природу. Неподвижная точка может быть 
либо стабильной (т.е. итерации от любой точки 0x , близкой к точке ,x∗  
стремятся к x∗ ), либо нестабильной (т.е. итерации от любой точки 0x , близкой 
к точке x∗ , удаляются от x∗ ). Стабильность неподвижных точек зависит от 
значения λ '( )f x∗≡  – производной функции ( )f x  в этой неподвижной точке 
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.x∗  При λ 1<  неподвижная точка стабильна и называется притягивающей 
неподвижной точкой, при λ 1>  неподвижная точка называется 
отталкивающей, если же λ 1= , то неподвижная точка называется нейтральной. 
Если рекуррентное соотношение имеет две притягивающие неподвижные 
точки, то система находится в той из них, для которой величина λ  
максимальна.  

Уравнение для неподвижной точки рекуррентного соотношения (16) 
имеет следующий вид:  

 
2 1 2

2 2

1 2

2

k k

k k

a x a x
x

a a x a x

++ += .
+ +

 (17) 

В общем случае это уравнение имеет три решения. Если имеется только одна 
притягивающая неподвижная точка, то фазовый переход отсутствует и система 
находится в парамагнитном состоянии (парамагнитная область на комплексной 
плоскости a). Область тех значений a (при фиксированном k) на комплексной 
плоскости, для которых рекуррентное соотношение имеет только одну 
притягивающую неподвижную точку, соответствует стабильной парамагнитной 
фазе системы, а область тех значений a, где уравнение имеет две 
притягивающие неподвижные точки, соответствует так называемой 
метастабильной области [31]. Граница метастабильной области может быть 
найдена из условия, что одна из притягивающих неподвижных точек становится 
нейтральной на этой границе. Линия фазового перехода, лежащая внутри 
метастабильного региона, может быть определена из условия 1 2λ λ=  [37], а 
линия фазового перехода, лежащая вне метастабильного региона, определится 
из условия λ 1= . Таким образом, расположение линий на комплексной 
плоскости 1 2λ λ=  внутри метастабильной области и λ 1=  вне метастабильной 
области соответствует фишеровским нулям этой системы. Если фишеровские 
нули пересекают положительную часть вещественной оси, то система 
претерпевает фазовый переход при этих значениях внешних параметров. 
Граница метастабильного региона может быть найдена из следующей системы 
уравнений:  

 
( )

( ) i

f x x

f x e



 φ


=
.

′ =
 (18) 

Исключая из этих уравнений переменную x для данных значений констант 
связи и магнитного поля, можно найти уравнение для параметра a. 

На рис.3 показано расположение фишеровских нулей на комплексной 
температурной плоскости (a) при 2 2J =  мК, 3 2.5J =  мК и разных значениях 
магнитного поля. Горизонтальными линями отмечены метастабильные области, 
а области с вертикальными линиями соответствуют парамагнитной фазе. При 

0h =  фишеровские нули совпадают со всей метастабильной областью (рис.3а, 
область с горизонтальными линиями), так как в этом случае 1 2λ λ 4 ( 1)a= = −  
для всех а внутри метастабильной области. Из условия 1 2λ 1 4 ( 1) 1a,| |≤ ⇒ − ≤  
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следует, что для действительных 5a ≥  фишеровские нули пересекают 
положительную вещественную ось, т.е. при 

3 2 cr2( ) ln5 0 621335мКT J J T≤ − = . ≡ . Следовательно, при crT T≤  и 0h =  
система претерпевает фазовый переход (ферромагнитное поведение). При 0h ≠  
фишеровские нули образуют некоторые кривые, которые на рис.3 отмечены 
жирными линиями. Как видно из рис.3, для 0.2h =  мК и 0.3h =  мК 
метастабильная область отсутствует. Кроме того, в тех областях, которые на 
рис.3 не отмечены ни горизонтальными, ни вертикальными линиями, 
рекуррентное уравнение не имеет ни одной притягивающей неподвижной 
точки.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.3. Расположение фишеровских нулей для решетки Хусими при 

2 2J =  мК, 3 2 5J = .  мК и при разных значениях внешнего поля.  

5. Заключение 

В данной статье использована теория динамических систем для изучения 
слоев жидкого и твердого 3He, нанесенных на поверхность графита. Третий 
слой 3He, являющийся решеткой кагоме, аппроксимирован решеткой Хусими 
(γ 2)= . В сильном магнитном поле модель Гейзенберга аппроксимирована 
моделью Изинга с двух- и трехчастичным обменными взаимодействиями. 
Получено точное рекуррентное соотношение для статистической суммы 
системы. Изучая динамику рекуррентного соотношения, найдены фишеровские 
нули системы в терминах неподвижных точек рекуррентного соотношения. 
Показано, 
что при наличии двух притягивающих неподвижных точек фишеровские нули 
расположены внутри метастабильного региона на комплексной плоскости 

3 22( )J J Te −  и совпадают с линиями, где 1 2λ λ= . Расположение фишеровских 
нулей при разных значениях констант взаимодействия, а также значение 
магнитного поля отображены графически. Показано наличие фазового перехода 

a) h= 0 mK          Rea b) h= 0.2 mK        c) h= 0.3 mK        d) h= 0.45 mK      

e) h= 0.5 mK        f) h= 0.75 mK       Rea g) h= 1 mK          Rea h) h= 2 mK          Rea 

Im
a 

Im
a 

Im
a 

Im
a 

Im
a 

Im
a 

Im
a 

Im
a 
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как в реальной, так и в комплексной области на температурной плоскости.  
В заключение выражаю благодарность Н.С. Ананикяну за 

многочисленные стимулирующие обсуждения, а также Л.Н. Ананикяну и В.В. 
Оганнисяну за обсуждение результатов.  
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FISHER  ZEROS  ON  THE  HUSIMI  LATTICE 

H.A. LAZARYAN 

Fisher zeros for the partition function with respect to a temperature-dependent parameter are 
studied. The Ising approximation for Heisenberg model with two- and three-site exchange 
interactions on the Husimi lattice was used. This model approximates the third layer of 3He,  
absorbed on the surface of graphite (kagome lattice). Using dynamic approach, we have found an 
exact recursion relation for the partition function. The presence of a phase transition, both in the 
real and complex fields on the temperature plane was shown. 


