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Исследованы свойства перепутанных состояний света Эйнштейна–Подольского–Розена 
(ЭПР) во временной области на основе анализа дисперсий квадратурных амплитуд мод поля 
излучения и функций Вигнера. Как источник ЭПР состояний рассмотрен невырожденный 
оптический параметрический генератор под действием последовательности лазерных 
импульсов с гауссовской временной огибающей. 

1. Введение1. Введение1. Введение1. Введение    

Оптический параметрический генератор (ОПГ) является одним из наиболее 
эффективных источников генерации световых пучков в перепутанных состояниях [1,2]. 
Наиболее хорошо исследован ОПГ под действием непрерывного лазерного поля, а 
перепутанные квантовые состояния с непрерывными переменными (так называемые 
состояния Энштейна–Подольского–Розена (ЭПР)) исследованы, в основном, в спектральной 
области. В указанном режиме большинство схем или протоколов квантовых коммуникаций на 
основе сжатых и ЭПР состояний света также продемонстрированы в спектральной области. 

Наряду с такими исследованиями, в последние годы начали развиваться работы по 
исследованию ЭПР состояний световых пучков, а также по разработке квантовых протоколов 
во временной области [3-8]. Так, генерация и регистрация сжатых состояний света во 
временной области была продемонстрирована в [3-5]. Генерация и регистрация двухмодовых 
сжатых состояний, которые являются реализацией ЭПР состояний, приведена в [8]. Квантовая 
теория пульсирующего ОПГ под действием лазерного поля с модулированной по времени 
амплитудой приведена в работах [7,9], где также исследованы ЭПР состояния света во 
временной области. 

Настоящая работа является продолжением статьи [7] и посвящена исследованию ОПГ 
в режиме надпороговой генерации под действием последовательности импульсов с 
гауссовской временной огибающей. Подробно исследуются ЭПР состояния и квантовые 
распределения (распределения квадратурных амплитуд и функции Вигнера) во временной 
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области. Работа построена следующим образом. В разделе 2 описываются особенности пуль-
сирующего ОПГ для случая гауссовских импульсов. Раздел 3 посвящен исследованию ЭПР-
перепутанности и сжатия разности чисел фотонов коррелированных мод субгармоник. В 
разделе 4 исследуются функции Вигнера ЭПР-перепутанных пучков света. 

2. Оптическая параметрическая генерациия 2. Оптическая параметрическая генерациия 2. Оптическая параметрическая генерациия 2. Оптическая параметрическая генерациия     
под действием гауссовских импульсовпод действием гауссовских импульсовпод действием гауссовских импульсовпод действием гауссовских импульсов    

В этом разделе мы следуем квантовой теории ОПГ с модулированной во времени 
амплитудой [7]. Рассмотрим схему ОПГ под действием последовательности лазерных 
импульсов с гауссовской огибающей по времени. Соответствующая амплитуда лазерного поля 
равна 

 ( )
0( , ) ( ) ,L Li t k z
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где T  – длительность каждого импульса и τ  – временной интервал между ними. Такая схема 
основана на параметрическом взаимодействии трех мод в круговом резонаторе. Так как задача 
является нестационарной, мы используем описание параметрического взаимодействия с 
помощью немонохроматических операторов мод поля излучения 1,b  2b  и 3b  (см., напр., [10-
12]). Мода накачки ( 3b ) на центральной частоте 3 Lω = ω  возбуждается полем накачки (1), 
которое приводит к возникновению двух мод генерации ( 1b  и 2b ) с взаимно-
перпендикулярными поляризациями и на центральных частотах 1 2 / 2.Lω = ω = ω  Мы также 
полагаем режим, в котором мода накачки не истощается и который реализуется, если 

3 1 2,γ >> γ γ  ( iγ – коэффициенты затухания мод в резонаторе). В этом случае связь поля 
накачки с модой 3b  описывается следующим членом в гамильтониане: 

 0 3 3( ) ( )H i f t b b+= χ −h ; (3) 

эффективный гамильтониан параметрического взаимодействия второго типа 

3 ( ) ( )
2 2
L Lω ω

ω → ↑ + →  имеет вид 

 1 2 1 2
3

( )
( )k ki i
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k f t

H i e b b e b bΦ − Φ+ +χ= −
γ

h , (4) 

а уравнение для матрицы плотности мод субгармоник выглядит следующим образом: 
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Здесь ( 1, 2, 3)nb n =  являются дискретными операторами, которые выражаются через 
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непрерывные операторы рождения и уничтожения фотонов: 

 ( ) ( )n nb d f a= ω ω ω∫  (6) 

с помощью модовой функции ( )nf ω  и удовлетворяют обычным коммутационным 
соотношениям 

 ,n m nmb b+  = δ  ,          [ ], 0n mb b = . (7) 

Параметр χ  пропорционален амплитуде 0LE  и выражает связь поля ( , )LE t z  с модой 

3,b  а величина k  определяет параметрическую связь. Дальнейшие результаты, касающиеся 
вычисления степени ЭПР-перепутанности и функций Вигнера, получены на основе теории 
модулированной по времени ОПГ [7], которая используется для случая гауссовских 
импульсов. Как показывают вычисления, пульсирующий ОПГ (так же, как и непрерывный) 
имеет порог генерации th 3( / ) ( / )k Tχ = γγ π τ  в случае 1 2 .γ = γ = γ  Режим выше порога 
генерации реализуется при thχ > χ . 

3. Двухмодовое сжатие для случая пульсирующего ОПГ3. Двухмодовое сжатие для случая пульсирующего ОПГ3. Двухмодовое сжатие для случая пульсирующего ОПГ3. Двухмодовое сжатие для случая пульсирующего ОПГ    

К настояшему времени наиболее распространенный критерий ЭПР- перепутанности 
записывается как условие двухмодового сжатия [13]. Это условие формулируется следующим 
образом: 

 ( ) ( )( )1 2 1 2
1 1
2

V V X X V Y Y= − + + < , (8) 

где 2 2( )V x x x=< > − < >  есть дисперсия квадратурных амплитуд двух мод субгармоник 
( ) ( ) / 2,k ki i

k k k k kX X b e b e− θ θ+= θ = +  ( / 2),k k kY X= θ − π ( 1,2).k =   
Как известно, величина интегрального сжатия V  ограничена для случая ОПГ под 

действием монохроматического поля накачки и достигает только 50% от уровня квантовых 
флуктуаций, т.е. 0,5 1V< <  (см., например, [14-16]). Ранее было показано, что для ОПГ под 
действием модулированного по времени поля накачки уровень двухмодового сжатия может 
быть намного меньше 50%, но только для определенных временных интервалов. Ниже пока-
зано, что аналогичная ситуация имеет место для ОПГ под действием гауссовских лазерных 
импульсов. 

Наше исследование основано на уравнениях, полученных в работе [7], которые для 
случая гауссовских импульсов приводятся к виду 

 [ ] 22 ( ) 2 2 ( )d n t n n t R
dt + + += ε − γ − λ − λ − ε + λ∆ , (9) 

 [ ]2 ( ) 2 2 ( )d R t R n R t
dt += − ε + γ + λ − λ − ε + λ∆ , (10) 

 4 2d n
dt +∆ = − γ∆ − γ  (11) 
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где 1 1 2 2 ,n b b b b+ +
+ = +  1 1 2 2 1 2 1 2 ,R b b b b b b b b+ + + += + − +  2

1 1 2 2( ) ,b b b b+ +∆ = −  

2 2( ) /

3
( ) .t n T

n

k
t e

∞
− − τ

=−∞

χε =
γ ∑  Здесь параметр 2

3/kλ = γ  определяется отношением параметра не-

линейности 2k  к коэффициенту затухания моды 3,ω  1 2 ,γ = γ = γ  величина n+< >  описывает 

сумму средних чисел фотонов двух мод, R< >  описывает эффект корреляции между модами, 
а величина ∆  связана с дисперсией флуктуаций разности чисел фотонов. 

В линейном по квантовым флуктуациям приближении выражение (8) вычисляется как 
( ) 1 .V t R= + δ  

 

 
Рис.1. Среднее число фотонов (a) и степень двухмодового сжатия (b) для 
ОПГ в режиме генерации выше порога в зависимости от безразмерного 
времени при следующих замечаниях: 810 ,−λ = γ  

th1.1 ,χ = χ 16 ,−τ = γ 10.6 .T −= γ  

 
Выражения для чисел фотонов 1 2( ) ( ) ( )n t n t n t= = , ( )i i in t b b+=< >  ( 1,2)i =  и дисперсии 

( )V t  приведены на рис.1. Пунктирная линия на рис.1b показывает степень сжатия для 
стационарного режима, который реализуется для случая ОПГ под действием непрерывного 
лазерного поля, т.е. для временных интервалов 1, 0T −>> γ τ →  и при th.χ = χ  Из рис.1b четко 
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видно, что дисперсия удовлетворяет критерию “сильного” ЭПР-перепутывания 1 2V <  для 
определенных временных интервалов. Интересно, что это имеет место для временных 
интервалов, где число фотонов достигает больших величин. Например, для 7

max 6,5 10n = ×  
дисперсия равна 0,35V =  и максимальному сжатию min 0,146V =  соответствует среднее число 
фотонов 62,5 10 .n = ×  

Рассмотрим теперь корреляцию чисел фотонов, которая, как известно [17-19], 
измеряется обычно разностью чисел фотонов 2

1 1 2 2( )b b b b+ +∆ = < − > . Используя уравнение (11), 
для нормированной дисперсии ( ) ( ) 2 ( )G t t n t= ∆  получаем 

 
0

42( ) ( )
( )

G t d e n t
n t

γτ

−∞

= τ + τ∫ . (12) 

Для случая обычного ОПГ со стационарной амплитудой ( ) 1f t =  и 
2

3( ) ( ) /n t k k= χ − γγ  и, следовательно, ( ) 1/ 2.G t =  Этот результат совпадает с результатом 
работы [20]. Перейдем теперь к случаю пульсирующего ОПГ. Как показывает анализ 
уравнений (9)–(11) и (12), величины ( )G t  и ( )V t  совпадают для широкой области параметров 
при 1.nλ <<  Этот результат показывает, что измерение степени ЭПР-перепутывания ( )V t  
во временной области можно проводить более простым образом, чем техника гомодиниро-
вания, а именно, путем измерения корреляции чисeл фотонов на основе функции ( ).G t  

4. 4. 4. 4. ИзучениеИзучениеИзучениеИзучение    ЭПРЭПРЭПРЭПР----перепутыванияперепутыванияперепутыванияперепутывания    посредствомпосредствомпосредствомпосредством    функциифункциифункциифункции    ВигнераВигнераВигнераВигнера    

В настоящем разделе численно вычисляется функция Вигнера для одной из мод 
пульсирующего ОПГ. Эта функция выражается через редуцированную по одной моде 
матрицу плотности 1(2) 2(1)Tr ( ),ρ = ρ  где полная матрица плотности ρ  удовлетворяет 
уравнению (5) и имеет следующий вид: 

 ( , ) ( , ), ( 1, 2)i i nmW r m n W r iθ = ρ θ =∑ . (13) 

Здесь ,r θ  являются полярными координатами в комплексной фазовой плоскости, ,n m  – 
фотонные состояния Фока и ( , )nmW r θ  – матричные элементы характеристической функции 
Вигнера. Для обычного ОПГ одномодовая функция Вигнера вычислена в [21]. Мы вычисляем 
функцию Вигнера для ЭПР-световых пучков, которые формируются на светоделителе модами 
субгармоник (1) и (2). На выходе из резонатора поля субгармоник записываются как 

( ) 2 ( )out
i ib t b t= γ  ( 1, 2),i =  а после 50%-ного светоделителя получаются два поля следующего 

вида: 

 1 22 ( )Ab b b= γ + , (14) 

 1 22 ( )Bb b b= γ − . (15) 

Мы вычисляем функции Вигнера ( )AW α  и ( )BW α  для комбинированных 
комплексных безразмерных переменных 1 2α = α + α  либо 1 2,α = α − α  которые соответствуют 
операторам / 2 ,Ab γ  / 2 .Bb γ  Используется численный метод “диффузии квантового 
состояния” для решения уровнения (5) для матрицы полтности. Результаты по временной 
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эволюции функций Вигнера ( )BW α  в течение каждого из импульсов приведены на рис.2, где 
указаны также распределения вероятностей ( ), ( ) ( Re , Im )P X P Y X Y= α = α  квадратурных 
амплитуд. Отметим также, что результаты для моды А получаются простым поворотом фигур 
на рис.2 на / 2.π  

 

 
 

Рис.2. Эволюция по времени функции Вигнера для трансформированных координат при 
следующих значениях параметров: 0.05 ,λ = γ  th1,3 ,χ = χ  14 ,−τ = γ  1,T −= γ  (a) ;ct t T= −  (b) 

;ct t=  (c) ;ct t T= +  (d) 2 .ct t T= +  

 
Отметим, что распределение вероятностей ( , )P X φ  квадратурной амплитуды 

( ) ( ) / 2i iX be b e− φ + φφ = +  может быть получено интегрированием функции Вигнера 

 ( , ) ( cos sin , sin cos )P x dpW x p x p
∞

−∞

φ = φ − φ φ + φ∫ . (16) 

Таким образом, на рис.2 показаны распределения вероятностей квадратурных амплитуд 
( ) ( ,0)P X P x=  и ( ) ( , / 2).P Y P x= π  

Отметим, что в начальном временном интервале импульса (рис.2a) функция Вигнера 
близка к гауссовской и является максимально сжатой для интервала 0 ( )t t n n Z= + τ ∈ . После 

  

  

(c) (d) 

(a) (b) 
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временного интервала 0 0.75t t n T= + τ +  начинают проявляться два дополнительных пика 
(рис.2c,d). Таким образом, рис.2b иллюстрирует максимальную степень ЭПР-перепутанности 
или максимальное сжатие, которая, очевидно, больше, чем стационарный предел, т.е. 

1/ 2.V <  Это легко заметить, если обратиться к распределению ( ),P Y  приведенному на 
рис.2b. Действительно, степень сжатия, т.е. дисперсия V  определяется шириной 
распределения ( ),P Y  которое в этом случае очень узкое. 

Работа проведена при поддержке грантами NFSAT/CRDF No. UCEP-02/07 и ANSEF No. 
666-PS-Opt. 
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Ն.Հ. ԱԴԱՄՅԱՆ,  Գ.Յու. ԿՐՅՈՒՉԿՅԱՆ 

Վիգների ֆունկցիաների և դաշտի ճառագայթման մոդերի քառակուսային ամպլի-
տուդների դիսպերսիաի վերլուծության հիման վրա հետազոտված են լույսի Էյնշտեյնի––
Պոդոլսկու–Ռոզենի (ԷՊՌ) խճճված վիճակների հատկությունները ժամանակային տիրույ-
թում: Որպես ԷՊՌ վիճակների աղբյուր դիտարկված է ոչ այլասերված օպտիկական 
պարամետրական գեներատոր ժամանակային գաուսյան պարփակող կորագծով լազե-
րային իմպուլսների հաջորդականության ազդեցության տակ: 

ENTANGLEMENT  OF  STATES  AND  QUANTUM  DISTRIBUTIONS   
IN  PULSED  OPTICAL  PARAMETRIC  OSCILLATOR 

N.H. ADAMYAN,  G.Yu. KRYUCHKYAN  

Properties of Einstein–Podolsky–Rosen (EPR) entangled states are studied within the framework of 
both the Wigner functions and quadrature amplitudes of generated modes in the time domain. As a source of 
EPR states a non-degenerate optical parametric oscillator driven by a sequence of laser pulses with Gaussian 
time-dependent envelops is considered. 
 
 

 


