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Принцип эргодичности квантовой теории использован для разработки нового метода 

квантовых траекторий, который используется для численного моделирования квантовых 

диссипативных систем. С этой целью матрица плотности квантовой системы представлена в 

виде суммирования по ансамблю квантовых состояний временных интервалов. Метод 

использован для численных расчетов квантового ангармонического осциллятора. 

1. 1. 1. 1. ВведениеВведениеВведениеВведение    

Квантовые открытые системы, как правило, описываются с помощью матрицы 

плотности, но не в рамках уравнения Шредингера для вектора состояния. Основным 

уравнением в таком подходе является уравнение для редуцированной матрицы плотности 

( ),tρ  т.е. матрицы плотности открытой системы, которая усреднена по переменным 

резервуара. В марковском приближении такое уравнение имеет следующий вид:  

 [ ] 1 1
,

2 2i i i i i i
i

d i
H L L L L L L

dt h

ρ ρ ρ ρ ρ+ + + = − + − − 
 

∑  , (1) 

где H  является гамильтонианом системы и iL  представляют операторы Линд- блада, которые 

описывают взаимодействие системы с резервуаром [1]. В большинстве случаев не удается 

найти аналитические решения уравнения (1), и поэтому используются численные методы. 

Обычно при численных вычислениях матрица плотности записывается через базисные 

квантовые состояния в гильбертовом пространстве. Такой метод является удобным, когда 

число базисных состояний m     достаточно мало, и не является практичным для больших ,m     

т.к. число элементов матрицы плотности растет как 2.m     Тем не менее, при решении 

большинства квантово-механических проблем мы вынуждены оперировать с большим числом 

базисных состояний. В таких случаях очень эффективным оказывается представление 

матрицы плотности в форме статистического среднего по ансамблю квантовых траекторий. 

Такой подход оказывается намного более экономичным в компьютерных вычислениях как с 

точки зрения объема записи данных, так и компьютерного времени вычислений. В последние 
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годы развиты два численных метода вычисления матрицы плотности через среднее по 

ансамблю квантовых траекторий: метод квантовых скачков, или метод Монте-Карло для 

вектора состояния, и метод диффузии квантового состояния (ДКС) [2,3]. Если взаимодействие 

квантовой системы с окружением является достаточно сильным, чтобы привести к эффекту 

локализации динамических переменных системы, то предпочтительным является другой 

метод – диффузии квантовых состояний с движущимся базисом [4]. В настоящей работе 

предложена модификация метода ДКС, которая позволяет существенно сэкономить вычисли-

тельные ресурсы в приложениях к исследованию диссипативных квантовых систем. 

2. 2. 2. 2. ИспользованиеИспользованиеИспользованиеИспользование    принципапринципапринципапринципа    эргодичностиэргодичностиэргодичностиэргодичности    вввв    методеметодеметодеметоде    ДКСДКСДКСДКС    

Основная идея, использованная в предложенном подходе состоит в комбинировании 

принципа эргодичности в квантовой теории с ДКС-методом квантовых траекторий. Как 

известно, в методе ДКС используется ансамбль стохастических векторов состояний систем 

( ) ,tξΨ  а матрица плотности представляется в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
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Здесь M  означает усреднение по ансамблю, а состояния ансамбля удовлетворяют 

следующему уравнению для квантовых траекторий:  
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где ( ) ( )j jL t L tξ ξ= Ψ Ψ  и jdξ  являются независимыми комплексными случайными 

переменными, удовлетворяющими условиям 

 ( ) ( ) 0j j kM d M d dξ ξ ξ= = ,       ( )*
j k jkM d d dtξ ξ δ= . (4) 

При таком подходе среднее значение произвольного оператора представляется как 

квантовомеханическое среднее <...> по состоянию ( )tξΨ  и усреднению по ансамблю 

траекторий:  

 ( ) ( ) ( )ˆF t M t F tξ ξ= Ψ Ψ . (5) 

Такой подход является очень эффективным при численном моделировании квантовых 

открытых систем. Некоторые примеры в области квантовой оптики приведены в работах [5-7]. 

В настоящей работе показывается, что произвольное среднее значение можно представить как 

среднее по одной из траекторий, однако вычисленной для различных временных интервалов. 

Действительно, рассмотрим стохастическое состояние ( )tξΨ  для случайной по-

следовательности временных интервалов, которые для определенности представим в виде 

возрастающей последовательности 1 2 .... .nt t t< < <  Используя последовательность квантовых 

состояний ( ) ,nt tξΨ +  запишем матрицу плотности в следуюшем виде: 
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 ( ) ( ) ( )1
lim

N

n n
N n

t t t t t
N ξ ξρ

→∞
= Ψ + Ψ +∑ . (6) 

Нетрудно непосредственно проверить, что если квантовые состояния ( )tξΨ  

удовлетворяют уравнению (3), то матрица плотности в форме (5) удовлетворяет уравнению 

(1). Отличие между результатами (2) и (6) состоит в том, что    выражение (6) содержит 

суммирование по случайным временным интервалам одной из квантовых траекторий 

стохастического процесса ξ  вместо суммирования по ансамблю траекторий, как в формуле 

(2). Такое заключение является следствием эргодичности квантовой теории, сформулирован-

ной для ДКС метода. Иллюстрация метода приводится на рис.1 и 2. Ниже также приводятся 

применения этого метода к двум диссипативным квантовым системам, которые описываются 

не зависящим от времени гамильтонианом, а также гамильтонианом, периодическим по 

времени. 

3. 3. 3. 3. КвантовыеКвантовыеКвантовыеКвантовые    вычислениявычислениявычислениявычисления    длядлядлядля    диссипативногодиссипативногодиссипативногодиссипативного    нелинейногонелинейногонелинейногонелинейного    осциллятораосциллятораосциллятораосциллятора    

Хотя приведенные ниже результаты имеют общий характер, для конкретности будет 

рассмотрен квантовый ангармонический осцилятор под действием вынуждающей силы [5-7]. 

Квантовая динамика системы описывается уравнением (1) для редуцированной матрицы 

плотности в представлении взаимодействия, где гамильтониан имеет следующий вид: 

 ( ) ( )( ) ( )2* aaatfatfaaH +++ +++∆= χhhh . (7)  

Здесь ,a+  a  – операторы рождения и уничтожения, 0ω ω∆ = −  есть расстройка резонанса от 

собственной частоты осциллятора 0ω  и χ  является параметром ангармоничности. В качестве 

возмущения рассмотрен сигнал на несущей частоте ω  и с модулированной амплитудой в 

следующей форме:  

 ( ) ( )1 2 expf t i tδ= Ω + Ω − , (8) 

где δ  есть модуляционная частота, .δ ω<<  Данная система взаимодействует с резервуаром, 

что приводит к диссипации осцилляторных состояний. Эти эффекты описываются 

последними членами в уравнении (1), где операторы Линдблада в этом случае равны: 

( )1 1 ,RL N aγ= +  2 ,RL N aγ +=  причем, γ  является параметром затухания и RN  обозначает 

среднее число квантов резервуара. Отметим, что эта модель соответствует модифицированной 

модели осциллятора Дюфинга и для случая 2 0Ω =  преобразуется в обычную модель 

ангармонического осциллятора под действием монохроматического возмущения. 

3.1. 3.1. 3.1. 3.1. СлучайСлучайСлучайСлучай    стационарногостационарногостационарногостационарного    гамильтонианагамильтонианагамильтонианагамильтониана    

 Эта ситуация может быть реализована, в частности, в приведенной модели 

осциллятора при отсутствии модуляции, 2 0.Ω =  В этом случае гамильтониан (7) не зависит 

от времени и выражение (6) может быть представлено в более простой, интегральной форме. 

Для этого в выражении (6) выбираем временные интервалы как 0nt t n t= + ∆  и переходим к 

пределу 0,t∆ →  n → ∞  при условии, что T N t= ∆  является конечным. Таким образом, пе-
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реходя в выражении (6) от усреднения по дискретным временным интервалам к 

интегрированию по произвольному интервалу ,T  получаем:  

 ( ) ( ) ( )
0

0

1
t T

t

t t t d
T ξ ξρ τ τ τ

+

= Ψ + Ψ +∫ . (9) 

Иллюстрация этого метода на примере вычисления среднего значения чисел заполнения 

осциллятора n a a+=  приведена на рис.1. Здесь сравниваются результаты вычисления 

отдельной траектории с результатом усреднения ансамбля траекторий по формуле (2).  

 

 

Рис.1.  

Числа заполнений ангармонического осциллятора под действием 

монохроматического возмущения в зависимости от параметора :tγ  а) временная 

эволюция одной из траекторий для характерных значений параметров, б) 

среднее значение чисел заполнения в результате суммирования по ансамблю 

траекторий для этих же параметров. Приведена иллюстрация процедуры выбора 

случайных временных интервалов. 

Другая наша цель состояла в сравнении вычислений среднего значения чисел 

заполнения осциллятора по формулам (2) и (9). Вычисления показали, что выражение для 

матрицы плотности (9) приводит к результатам, совпадающим с приведенными на рис.1б 

только лишь в области временных интервалов 1,t γ −>>  при 0,t 1.T γ −>>  Таким образом, 

можно заключить, что область применения выражения (9) ограничивается временными ин-

тервалами, превосходящими переходной режим. 

3.2. 3.2. 3.2. 3.2. СлучайСлучайСлучайСлучай    периодическогопериодическогопериодическогопериодического    попопопо    временивременивременивремени    гамильтонианагамильтонианагамильтонианагамильтониана    

Другое интересное представление формулы (6) можно получить для квантовых 

систем с периодическим по времени гамильтонианом. В этом случае ( ) ( ),H t T H t+ =  поэтому 

представляется вoзможным выбрать последовательность временных интервалов следующим 

образом: nt nT=  (n = 1, 2, ...). Легко проверить, что эта процедура приводит к следуюшему 
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результaту для матрицы плотности: 

 ( ) ( ) ( )1
lim

N

N n
t t nT t nT

N ξ ξρ
→∞

= Ψ + Ψ +∑ . (10) 

Легко видеть, что именно такой случай реализуется для модели ангармонического 

осциллятора с амплитудной модуляцией, 2 0,Ω ≠  в которой период гамильтониана равен 

2 .T π δ=  Приведем результаты численных расчетов чисел заполнения осциллятора для 

одной траектории (рис.2а) и среднего значения n a a+=< >  для ансамбля траекторий, 

вычисленного по формуле (6) рис.2б. Анализ показывает, что представление матрицы плот-

ности в форме усреднения по различным участкам траектории (9) действительно приводит к 

результатам рис.2б для временного интервала 14 ,t γ −≥  превосходящего переходной режим. 

 

Рис.2. Численные расчеты для чисел заполнения ангармонического осцилятора под действием 

возмущения с амплитудной модуляцией для характерных значений параметров: а) временная 

эволюция одной из траекторий, где указана процедура выбора временных интервалов; б) среднее 

значение чисел заполнения в результате усреднения по траекториям. Ниже приводится времен-

ная зависимость возмущения в произвольных единицах. 

Таким образом, можно заключить, что формулировка метода ДКС в рамках 

усреднения по различным временным интервалам одной из произвольных траекторий 

аналогична обычному методу ДКС, который основан на стохастическом усреднении, однако, 

для временных интервалов, соответствующих отрелаксированному режиму. Вместе с этим, 

очевидно, что приведенный подход, основанный на принципе эргодичности, намного более 

эффективен для вычислений в области больших временных интервалов и позволяет 

существенно сэкономить компьютерное время.  

Данная работа поддержана грантом INTAS 04-77-7289. 
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Քվանտային տեսության էրգոդիկության սկզբունքը օգտագործված է քվանտային դիսիպատիվ 

համակարգերի թվային մոդելավորման, քվանտային հետագծերի նոր մեթոդի մշակման համար: Այդ 

նպատակով քվանտային համակարգի խտության մատրիցը ներկայացված է ժամանակային 

ինտերվալների ըստ անսամբլի քվանտային վիճակների գումարման տեսքով: Մեթոդը կիրառված է 

քվանտային անհարմոնիկ տատանակի թվային հաշվարկների համար: 

ERGODICITY  IN  COMPUTER  MODELING   
OF  QUANTUM  DISSIPATIVE  PROCESSES  

H.H. ADAMYAN,   T.V. GEVORGYAN,  G.Yu. KRYUCHKYAN 

The ergodicity of quantum theory is used for modification of quantum trajectories approach proposed 
for numerical simulation of quantum dissipative systems. For this goal the reduced density operator of a 
quantum system is represented via an ensemble of quantum states for random time intervals. This approach 
is illustrated for numerical simulations of a time-modulated anharmonic oscillator.  
 


