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Рассмотрено наклонное распространение света через планарный слой 
холестерического жидкого кристалла (ХЖК). Задача решена методом сложе­
ния слоев Амбарцумяна. Приведены результаты изучения зависимостей поля­
ризационных характеристик (поворота плоскости поляризации и эллиптич­
ности поляризации) от длины волны, угла падения и толщины слоя и влия­
ния поглощения на эти зависимости. Выявлен уникальный эффект, а имен­
но, изменение знака вращения при изменении толщины слоя. Показано, что 
данный эффект является проявлением эффекта пенделезунга.

1. Введение

Холестерическая жидкокристаллическая фаза имеет локально двупре- 
ломляющую структуру, которая равномерно вращается вокруг определенного 
направления (называемого направлением оптической оси среды). Образу­
ющаяся в результате геликоидальная структура фазы вызывает многие инте­
ресные оптические свойства, а именно, селективное по отношению к цирку­
лярным поляризациям брэгговское отражение, аномальное пропускание и т.д 
[1-3]. Ячейки ХЖК находят широкое применение в высокоэффективных жид­
кокристаллических дисплеях, в качестве поляризационных фильтров и зер­
кал, в поляризационных системах освещения изображения, как источники 
круговой поляризации, модуляторы и т.д. [1-15]. В этих и других случаях при­
ходится иметь дело как со случаем нормального падения света на ХЖК ячей­
ку, так и со случаем наклонного падения. Точное решение задачи о распро­
странения света в таких системах удалось получить только для случая нор­
мального падения света [1-3]. Для общего случая наклонного падения света 
существуют эффективные численные процедуры построения решения 
[1,13,16-21]. Однако, в последнем случае обычно ограничиваются рассмотре­
нием амплитудных характеристик системы, тогда как поляризационные осо­
бенности остаются практически незатронутыми. Ряд особенностей поляриза-
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ционных характеристик рассмотрены в работах [13,20]. С другой стороны, 
вследствие дифракционной природы взаимодействия света с ХЖК вращение 
плоскости поляризации и эллиптичность поляризации в них обладают уни­
кальными свойствами. В частности, при нормальном падении вращение 
сильно зависит от частоты, и направление вращения оказывается различным 
по разные стороны от брэгговской частоты. В настоящей работе приведены 
результаты изучения зависимостей поляризационных характеристик от дли­
ны волны и угла падения и влияния поглощения на эти зависимости.

2. Теория

Рассмотрим отражение и пропускание света через планарный слой 
ХЖК. Разложим компоненты амплитуд электрических полей падающей, от­
раженной и прошедшей волн на проекции, параллельные (р-поляризация) и 
перпендикулярные (5-поляризация) плоскости падения:

Е,г, = ЕА,п„ + Е;'г,п
Е?

(I)

где индексы Цг,1 обозначают падающую, отраженную и прошедшую волны, 
соответственно, а пр и п^ - орты р- и 5-поляризации.

Решение задачи представим в виде

Ег = ЛЕ„ Е, = ТЕ, (2)

где Л и Т -2x2 матрицы Джонса данной системы.
Численные расчеты будем проводить по следующей схеме. Сначала 

вычислим матрицы отражения и пропускания для одного шага. Для этого 
слой ХЖК с толщиной d=a{a - шаг спирали) разобьем на большое число 
тонких слоев с толщиной d^, dշ, d3,„..... ^. Если их максимальная толщина 
достаточно мала, то можно считать, что каждый слой представляет собой 
пластинку с линейным двулучепреломлением, а сам слой с d =а - стопкой 
параллельных, весьма тонких двулучепреломляющих слоев, причем главные 
оси каждого последующего слоя повернуты относительно осей предьщущего 
на малый угол 2л/М Тогда согласно, в частности, [12] задача определения Л 
и Т слоя с d =сг сводится к решению следующей системы разностных 
матричных уравнений:

А/ = А + А А-։ г ~ А ^-։) А ’
А = А-1 (^ ~»

с ^=6, Го = 7. Здесь Кр Т^Е]Л, Т^ - матрицы Джонса для сред су и у-1 

двулучепреломляющими слоями, соответственно, т^, 7у - матрицы Джонса 
у-ого двулучепреломляющого слоя, 6 ֊ нулевая матрица, 7 - единичная мат­

рица, тильдой обозначены соответствующие матрицы Джонса в случае об-
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ратного направления распространения света. Например, в случае, когда слой 
среды с обеих сторон граничит с одной и той же средой, матрицы Джонса 
при падении света “справа” и ’’слева” связаны между собой соотношениями

А А | А А А А|АА
Т = Р~՝ТР, Я = Р^ЕР, (4)

где Р=
0 1
1 О при круговых базисных поляризациях и £ =

1 О
О -1

при ли-

нейных базисных поляризациях.
Таким образом, задача сводится к вычислению матриц Джонса двулу- 

чепреломляющего слоя. Аналитическое решение этой задачи хорошо извест­
но. В Приложении представлены выражения для матриц отражения и про­
пускания для однородного двулучепреломляющего слоя.

Для вычисления матриц отражения и пропускания всей системы мы 
снова используем систему разностных матричных уравнений (3), однако в 
этом случае уже ri,tj - матрицы Джонса для слоя ХЖК с толщиной с! =а. 
При помощи (1)-(3) можно вычислить отражение Я=\EΓ\2/\E,|2И пропускание 
Т= IД12/| £, 12, поворот плоскости поляризации ^ = aгctg[2Re(/)/(l-|/|2)]/2 и 

эллиптичность поляризации е = агс5ш[21т(/)/(1+1 /12)]/2(/ = ^ / Е^), круго­
вой и линейный дихроизмы и т.д.

3. Результаты. Обсуждение

I. Зависимость от длины волны. Известно, что вращение плоскости 
поляризации в среде происходит из-за различия фазовых скоростей волн с 
правой и левой круговыми поляризациями. В планарном слое ХЖК при 
определенных длинах волн эта разность фазовых скоростей может быть 
очень большой, так как волна с одной круговой поляризацией испытывает 
сильное дифракционное отражение, а волна с обратной круговой 
поляризацией слабо взаимодействует со слоем. Из-за этого в ХЖК в области 
селективного (дифракционного) отражения (ОСО) вращение оказывается на­
много больше “собственного вращения», обусловленного просто оптической 
активностью молекул ХЖК. Известно также, что поворот плоскости поляри­
зации в ХЖК сильно зависит от частоты и направления вращения различны 
по разные стороны от брэгговской длины волны волны Лв = сг^е^ (при нор­

мальном падении). Для самой Хв поворот плоскости поляризации обращается 
в нуль. Такая зависимость вращения от длины волны обусловлена тем, что из 
двух собственных волн, имеющих круговую поляризацию и дифрагирующих 
на структуре ХЖК, одна обладает меньшей фазовой скоростью (“медленная” 
дифрагирующая волна), чем круговая волна, не дифрагирующая на ХЖК 
(амплитуда другой недифрагирующей волны практически равна нулю), а 
другая - большей (’’быстрая” дифрагирующая волна). В зависимости от знака 
расстройки длины падающей волны относительно Лв в кристалле в основном 
возбуждается либо “медленная”, либо ’’быстрая” дифрагирующая волна, что
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и приводит к наблюдаемой зависимости величины и знака вращения от 
длины волны [1].

При наклонном падении света на планарный слой ХЖК появляются 
новые особенности. На рис. 1 представлена зависимость эллиптичности поля­
ризации (кр.1) и поворота плоскости поляризации (кр.2) от длины волны 
при различных углах падения падающей волны. Если при нормальном паде­
нии слой ХЖК вращает практически одинаково и вправо, и влево, т.е. кри­
вая ^Л) симметрична относительно Лв, то при наклонном падении теряется 
эта симметрия, что свидетельствует о том, что в этом случае “медленная” и 
’’быстрая” дифрагирующие волны в среде возбуждаются с различными ин­
тенсивностями. Появляются сильные изменения в спектрах ^2) вблизи гра-

Рис.1. Зависимость эллиптичности поляризации е (кр.1) и поворота плоскости 
поляризации у (кр.2) от длины волны при различных углах падения света <р. 
Параметры системы таковы: г, =2.29, £2=2.143, с=0.42 мкм, с1 =50 а.

Если при нормальном падении ход зависимости е(2) практически ана­
логичен зависимости ВД (в нашем случае они отличаются знаком), то при 
наклонном падении в спектрах е(2) появляются резкие изменения, причем 
как внутри ОСО, так и на ее границах. При больших углах падения в 
области дифракционного отражения эллиптичность претерпевает резкое 
измемение (рис.1Ь,с). В сравнительно малой области длины волны в ОСО 
положительный пик заменяется отрицательным пиком. При определенных 
углах падения происходит измененение эллиптичности от значения +1 к
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значению -1. Это свойство слоя ХЖК дает возможность, например, получить 
на практике два близких друг к другу (Д2=2|֊22=1ОА) пучка круговой поля­
ризации с взаимно противоположными направлениями обхода.

Наличие анизотропного поглощения также сильно влияет на эти зави­
симости. Это обусловлено тем, что “медленная” и ’’быстрая” дифрагиру­
ющие волны испытывают существенно различное поглощение: на одних дли­
нах волн имеет место аномально сильное поглощение, на других - ано­
мально слабое поглощение.

II. Зависимость от угла падения. На рис.2 представлена зависимость 
эллиптичности поляризации (кр.1) и поворота плоскости поляризации (кр.2) 
от угла падения в случае падения на слой света с длиной волны как значи­
тельно превышающей 2Д (а), так и значительно уступающей ей (Ь). Резонанс­
ные изменения вращения и эллиптичности вблизи угла ^ = 50° на длине вол­
ны 2 = 0.4 мкм <2В (рис.2а) обусловлены тем обстоятелством, что на этой дли­
не волны ОСО формируется именно в окрестности ^=50°.

Рис.2. Зависимость эллиптичности поляризации е (кр.1) и поворота плоскости 
поляризации у/ (кр.2) от угла падения света ср при различных длинах волн 
падающего света. Параметры те же, что и на рис.1.

На рис.З представлена зависимость эллиптичности поляризации (кр.1) 
и поворота плоскости поляризации (кр.2) от угла падения в случае падения 
на слой света с длиной волны 2В при отсутствии поглощения (а), при 
наличии изотропного поглощения (Ь) и при наличии анизотропного по­
глощения (с,б). При наличии изотропного поглощения качественных изме­
нений не происходит, наблюдаются определенные количественные измене­
ния, обусловленные эффективным уменьшением параметра с18/а, характери­
зующего эффективность дифракции. Наличие анизотропного поглощения 
сильно влияет на зависимости ^ср) и е^ср). Эти изменения обусловлены тем, 
что теперь уже “медленная” и ’’быстрая” дифрагирующие волны испытывают 
существенно различное поглощение. Это приводит, в частности, к тому, что 
одна из волн оказывается подавленной и, как следствие, происходит враще­
ние преимущественно в одну сторону, а при определенных значениях ани-
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зотропии поглощения вообще отсутствует вращение в обратную сторону. 
Так, если на длине волны Лв при отсутствии поглощения вращение отсутст­
вует, то при анизотропном поглощении оно отличается от нуля, причем и 
при (1т^ - 1тг2)<0, и при (1ш^ - 1ш£2>0 вращение происходит в одном и том 
же направлении. Отметим существование резонансных изменений ^р) и е(<р) 
при (1тг| - 1т£2)<0 в окрестности угла падения <р = 80°.

Рис.З. Зависимость эллиптичности поляризации е (кр.1) и поворота плоскости 
поляризации ^ (кр.2) от угла падения света р на длине волны Лв при наличии 
поглощения. Параметры те же, что и на рис. 1.

III. Зависимость от толщины слоя. На рис.4 представлена зависимость 
эллиптичности поляризации (кр.1) и поворота плоскости поляризации (кр.2) 
от толщины слоя (точнее, от числа витков спирали d/a) при различных дли­
нах волн падающего света (угол падения <р = 60°). Как видно из представлен­
ных графиков, на определенных длинах волн падающего света наблюдается 
уникальный эффект, а именно, эффект изменения знака вращения при изме­
нении толщины слоя. Уникальность заключается в том, что изменение знака 
вращения не обусловлено чередованием сред с различными знаками спи­
ралей или чередованием левовращающей и правовращающей сред, а обус­
ловлено особенностями дифракции света в ХЖК при наклонном падении. 
Имеет место также изменение знака эллиптичности при изменении толщины 
слоя.
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Рис.4. Зависимость эллиптичности поляризации е (кр. 1) и поворота плоскости 
поляризации у/ (кр.2) от числа витков спирали й/а при различных длинах волн 
падающего света (угол падения света ^=60°). Параметры те же, что и на рис.1.

Как показывает детальный анализ, выявленый эффект изменения зна­
ка вращения при изменении толщины слоя (при отсутствии поглощения) яв­
ляется проявлением хорошо известного (в том числе в теории дифракции 
рентгеновских лучей) эффекта пенделезунга, заключающегося, в частности, в 
том, что интенсивность возбуждения “медленной” или ’’быстрой” дифраги­
рующих волн зависит от толщины слоя. Отметим, что, как показывает ана­
лиз, при нормальном падении света аналогичные проявления эффекта пен­
делезунга отсутствуют. При наличии изотропного поглощения наблюдается 
насыщение вращения и эллиптичности: после резких изменений эти па-
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раметры делают затухающие осцилляции вокруг определенных постоянных 
значений этих величин. Отметим также, что выявленные эффекты не яв­
ляются аналогами эффекта, исследованного в [22,23]. Выявленный в работах 
[22,23] эффект изменения знака вращения при изменении толщины слоя 
обусловлен особенностями поглощения излучения в периодических средах со 
спиральной структурой. При анизотропном поглощении при определенных 
длинах волны падающего света наблюдается аналог эффекта работ [22,23] и 
при наклонном падении.

Приложение

Рассмотрим распространение света через слой одноосного кристалла с 
оптической осью, параллельной граничным поверхностям и составляющей 
угол ф с осью х лабораторной системы. Плоскость падения совпадает с 
плоскостью (х^), ось г направлена по нормали к поверхности кристалла, ось 
у перпендикулярна плоскости падения света, а угол падения равен ср. Тензор 
диэлектрической проницаемости такого слоя имеет вид

^1 + <5соз2^

<5зт2^
О

$ ЗШ 2^ 0 '

1-5соз2^ О
О 1-^

(П1)

где гт=£|+£2/2, 3 ^^-£2)/£}+£2, £{ и E2 - значения диэлектрической 
проницаемости кристалла вдоль оптической оси и в перпендикулярном на­
правлении, соответственно. Будем рассматривать немагнитный кристалл, по­
этому будем считать р= 1. Решая волновое уравнение для такого кристалла, 
получаем следующее дисперсионное уравнение относительно к^.

к'֊^2
со2 ,2 \ -Ssin2 ф ,4 1 + 5соз20 + —-—-—

-2^Д1 + £СО52Д,2+^(1-<У2) = 0, 

с с

(П2)

где Ах = (еу/с)л^ зш^>, л0 - коэффициент преломления среды, граничащей с 
обеих сторон с рассматриваемым слоем. Решения этого уравнения имеют 
следующий вид:

^1,2=±-^=±-^1-5-’? ^ 9>Ь 
с с

, ш ,0} \ _ 21+<5соз2^ . 2 А
^3.4 =±—«3,4 =±—,1 + £-77 ---- ——^ЗШ^ ,

С Сук 1-0 J

(ПЗ)

где 7] = п0/^.

Решая граничную задачу для такого 
Джонса г, ( получаем (см. также [24]):

слоя, для элементов матриц
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гп -[(^п “^21X^32 + ^42)֊(^i2 -^22X^31 + ^4i)]/A> ri2 = 2COS^(/»3|A42-Л32Й41)/Д,

r21 =~2(^ll^22 “^12^21 M^COS^), Г22 = [(йз։ -А41ХЛ[2 +Л22)-(Л32-Й42Х^П + ^2|)]M, 

61 =2cos^(A32 -й42)/Д,/12 = -2cos^(/i3, +й41)/Д,/2| =

= “2(^12 + ^2 )^>Z22 =2(Л1 +^2l)^'

где ЛЦ = P\cos<p +n0P2,h[2 = P3 + n0cos<pPA,h2l = {P5 cos^ + n0P։)cosp/n0,

h22 = (^6 + "о cos ^7 )cos P / «0 > ^31 = Л cos <p + n0PA, h32 = Pg + n0 cos <pP9,

Л41 = (cos <pPb + n0P3)/(n0 cos p). A42 = (^10 + «0 cos «^з Vta cos <P\

P{ = (f2 cos2 ^cosxj+«|2 sin2 ^cosx3)/a, P2 = in} cos2 ^sinx։ +
-------- sin 0COSX3 
"3^2

la,

P3 = и2 sin^cos^cosX] -cosx3)/a, P4 = zsin^cos^ ^sinX] - —sinx3 la, 
”3 J

^5 = /£2 —cos2 (zisinx, + n3 sin2 ^sinx3 
Hi

la, P6 = ։Ε2 sin ф cos^(«| sin x։ -л3 sin x3)/a,

P2 = £2 sin^cos^(cosx։ -cosx3)/a, P8 = (л2 sin2 ^cosx։ + £2 cos2 ^cosx3 j/a,

P9 = il л, sin2 ^sinxj +—cos2 ^sinx3 \l a, Pl0 = i^ sin2 ^sinx։ + г2л3 cos2 <zisin x3)l a, 
к лз J

a = £2-n9 sin2 ^sin2 ф, x, = k,d, i = 1,...,4, ^-толщина слоя.
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ԽՈԼԵՍՏԵՐԻՆԱՅԻՆ ՀԵՂՈՒԿ ԲՅՈՒՐԵՂՆԵՐԻ ԳԻՐՈՏՐՈՊ 
ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ ԼՈՒՅՍԻ ԹԵՔ ԱՆԿՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ

Գ.Ա. ՎԱՐԴԱՆՅԱՆ, Ա.Հ. ԳԵՎՈՐԳՅԱՆ, Ա.Ն. ՔՈՉԱՐՅԱՆ

Քննարկված է խոլեսաերինային հեղուկ բյուրեղի պլանար շերտով լույսի թեք անցումը: 
Խնդիրը լուծված է շերտերի գումարման Համբարձումյանի մեթոդով: Ուսումնասիրված են 
միջավայրի բևեռային բնութագրերի’ ալիքի երկարությունից, անկման անկյունից և շերտի 
հաստությունից ունեցած կախվածությունների աոանձնահատկությունները: Հայտնաբերվել է նոր 
երևույթ, այն է’ պտույտի նշանի փոփոխություն շերտի հաստությունից կախված:

GYROTROPIC PROPERTIES OF CHOLESTERIC LIQUID CRYSTALS 
AT OBLIQUE INCIDENCE OF LIGHT

G.A. VARDANYAN, A.H. GEVORGYAN, A.N. KOCHARIAN

Light oblique incidence onto a planar layer of cholesteric liquid crystal is considered. We use 
the Hambartsumyan layer addition method. The results of investigation of dependences of 
polarization characteristics (polarization plane rotation and polarization ellipticity) on the light 
wavelength, incidence angle and layer thickness are presented. A unique effect, namely, the change 
in the sign of rotation with the layer thickness is revealed.
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