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ЭЛЕКТРОННЫЕ СОСТОЯНИЯ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
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В адиабатическом приближении исследованы энергетические состояния 
электрона в цилиндрической квантовой точке (КТ) с линзообразным сече
нием. Получены аналитические выражения для случаев эллиптического и 
кругового сегмента сечения.

1. Введение

В последнее время возрастает интерес к полупроводниковым кванто
вым точкам, обусловленный новыми физическими свойствами этих нульмер
ных объектов, которые в основном являются следствием размерного кванто
вания носителей заряда (НЗ) в них [1]. Эти новые структуры были экспери
ментально получены с помощью прерывного выращивания в полупроводни
ковых матрицах. Развитие новейших технологий роста, таких как эпитакси
альный метод роста Странски-Крастанова и т.д., сделали реальным выращи
вание КТ различных форм и размеров [2,3]. Большинство работ в этой облас
ти посвящено изучению свойств сферических КТ (см., напр., [4]). Однако в 
последние годы появилось много теоретических и экспериментальных работ, 
где рассмотрены эллипсоидальные, пирамидальные, цилиндрические и лин
зообразные КТ. Особый интерес вызывает изучение так называемых кванто
вых линз (КЛ) или линзообразных КТ [5,6]. Речь идет об исследовании физи
ческих свойств НЗ в КТ, имеющих форму сегмента сферы или эллипсоида. 
Много технических способов было применено для изучения свойств КЛ в за
висимости от геометрической формы конкретного образца (см., напр., [7]). 
Например, в работах [5,8,9] используется метод конформного отображения 
для изучения энергетического спектра частицы в КЛ, мало отличающейся от 
полусферы. Тем же методом в [10] рассмотрена задача нахождения спектра 
НЗ в цилиндрической КЛ, сечение которой мало отличается от полукруга. 
Однако, случай двумерной тонкой КЛ или цилиндрической КТ с тонким 
линзообразным сечением не был рассмотрен. По этой причине актуальна по
пытка исследования физических свойств НЗ в цилиндрических КЛ. В част
ности, вызывает интерес рассмотрение случаев кругового и эллиптического
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сегментов сечения.
В настоящей работе исследованы электронные состояния в цилиндри

ческой КТ с тонким линзообразным сечением.

2. Теория

Рассмотрим непроницаемую цилиндрическую КТ с эллиптическим 
линзообразным сечением (см. рис.1). Тогда потенциальная энергия частицы 
запишется в виде

[/(х^Л^^М^о)2/*’2 ^‘> №с> ^Нл]. ^[0,1], £«г1։ (1)
[оо, в других областях

где о и А - соответственно, большая и малая полуоси эллипса сечения, 2с - 
высота цилиндра, г} - точка пересечения эллипса с осью ОХ.

Рис.1. Круговой и эллиптический сегменты 
сечения цилиндрической КТ.

Гамильтониан системы имеет вид

Н=(^+Р^ + ^)/2^+и(х,у,г), (2)

где Рх, Ру и Рг - компоненты оператора импульса частицы, д - эффектив
ная масса электрона. Напишем уравнение Шредингера Н'¥ = ЕХР. Разделяя 
переменные, ищем волновую функцию в виде

^ = /(х,у)х^), (3)

после чего для /(г) получим

/(г) = ^/с8ш( ллг/2с+ ^/2), (4)

а для энергии

Ег=я2 И2 п2/2рс2 . (5)

Из условия Ь « г, следует, что движение частицы вдоль оси ОУ происходит
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намного быстрее, чем вдоль оси ОХ [11]. Исходя из этого, решим 
задачу в адиабатическом приближении. Двумерный гамильтониан можно 
представить в виде суммы “быстрой” Н} = -к2 д2и^ду2 и “медленной” 
Н2 = - к2 д2 /2/лдх2 частей. В плоскости ХОУ, при фиксированном значении 

х, движение частицы_локализовано в одномерной потенциальной яме с ши
риной Ь(х) = Ь^-х^/а2 -у0. Решим’уравнение Шредингера для “быстрой” 
подсистемы НуФ = Еу(х)Ф. Решение этого уравнения имеет вид

ф = >^« зт(яп1 у/2Ь(х)), (6)

а для энергии получим

Еу(х) = я2 к2 г$/2^1-X2/а2 -у^ ■ (7)

Считая, что частица в основном локализована в области |х|«г, и разлагая (7) 
в ряд, получим

Еу(х)* Еъ+рсо2х2/2, (8)

где введены обозначения

Ео = я2 к2 п{/2р1?, со-я к г\>[ЬЁ/ц аЬ2 . (9)

Теперь решим уравнение Шредингера для “медленной” системы, где 
(8) входит как эффективная потенциальная энергия

(-к2 д2/2^дх2 + Е0+/лсо2х2/2)&(х) = ^©(х). (10)

После некоторых преобразований можем написать

к &(^+[2{Е2-Е^1 к со-^^- ,̂ (Н)

где £ = х^со/к. Решения уравнения (11) задаются полиномами Эрмита, а 
для энергии имеем

Е2 = Ед+ к ^ + 1/2), ^ = 0,1,2.... (12)

Окончательно для энергии в случае эллиптического сегмента сечения полу
чаем следующее выражение:

Ее1 = я2к2п2 /2^2 +я2к2п2{ /2цЬ2 +як2 щ4ьЬ(Ы+\/2)1 ц а!) . (13)

Рассмотрим теперь цилиндрическую КТ с круговым линзообразным 
сечением (см. рис.1). Тогда потенциальная энергия частицы запишется в 
виде

^(^)
0, х2+(у + у0)2 < Л2, |г|$с, хе [-г,г], уе[0,£], 
да, в других областях

Ь «г, (14)

где г - точка пересечения окружности с осью ОХ. В этом случае в плоскости
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ХОУ, при фиксированном значении х, движение частицы происходит в од
номерной потенциальной яме с шириной /֊(х) = Л/Л2 -х2 -уо- Повторяя вы
шеизложенную процедуру, напишем

Е^х^я2 Ь2 пфр^-х2 -уй^ , (15)

Считая, что частица в основном локализована в области |х|«г и разлагая 
(15) в ряд, получим

Еу{хуЕ^ + ^х2/2, (16)

где введены обозначения

Ео =х2Ь2п1 /г^2,

(0^-42-^ г\/цЕ՝[г2^^. (17)

Решая уравнение Шредингера “медленной” системы для этого случая, где 
(16) входит как эффективная потенциальная энергия, окончательно для энер
гии получим следующее выражение:

ЕЬг = п2К2п2/2^2 + л2К2п2/2^ +42^п№ + \12)1 рЬ^т2^!? . (18)

Следует отметить также, что при а = Ь = Я выражение (13) совпадает с резуль
татом (18).

3. Обсуждение

Как видно из полученных результатов, энергетические уровни части
цы в обоих случаях получаются эквидистантными. На рис.2 приведены зави
симости первых трех уровней энергии электрона в цилиндрической КТ с 
линзообразным сечением для случаев кругового и эллиптического сечения от 
высоты сечения.

Рис.2. Зависимость первых трех уровней энергии электрона 
в цилиндрической КТ от высоты сегмента сечения.
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Как видно из рисунка, кривые, соответствующие эллиптическому слу
чаю, расположены ниже. Это является следствием того, что в приведенном 
случае полуось эллипса больше радиуса круга (г։ >г). Иначе говоря, размер
ное квантование, обусловленное стенками направления х, становится слабее 
для случая эллиптического сегмента. Обратная картина наблюдается при 
г, < г. При малых значениях высоты сегмента эллиптичность сечения прояв
ляется ярче. С увеличением £ разница энергий эллиптического и кругового 
случаев убывает. Так, при Ь = 0.5ав разность энергий составляет Д£«3£я, 
тогда как при £ = 0.8ав имеем Д£ = 1.25£д.

На рис.З приведены зависимости разности энергий основного состоя
ния электрона в цилиндрической КТ с линзообразным сечением для случаев 
кругового и эллиптического сегментов сечения КТ от высоты сегмента. Как 
видно из рисунка, вклад от эллиптичности сечения в энергию сильнее про
является при малых значениях высоты сегмента. В случае, когда г<г} (кри
вая 1), разность энергий положительна, так как в этом случае размерное 
квантование кругового сегмента проявляется сильнее, и отрицательна в об
ратном случае (кривая 2).

Рис.З. Зависимость разности энергий электрона в цилиндрической 
КТ с линзообразным сечением для случаев кругового и эллипти
ческого сегментов сечения КТ от высоты сегмента.

С увеличением высоты сегмента разность энергий в обоих случаях 
стремится к нулю, что и следовало ожидать. Следует отметить также, что при 
предельных переходах Я->оо или а-»со (см.(13) и (18)) получаем известный 
результат для энергии квантовой проволоки.

Работа выполнена в рамках государственной целевой программы РА 
’’Полупроводниковая наноэлектроника”.
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ԷԼԵԿՏՐՈՆԱՅԻՆ ՎԻՃԱԿՆԵՐԸ ՈՍՊՆՅԱԿԱՁԵՎ ՀԱՏՈՒՅԹՈՎ 
ԳԼԱՆԱՅԻՆ ՔՎԱՆՏԱՅԻՆ ԿԵՏՈՒՄ

Ա.Ա. ՃԱՆՃԱՊԱՆՅԱՆ, Կ.Գ. ԴՎՈՅԱՆ

Ադիաբատական մոտավորությամբ ուսումնասիրված են էլեկտրոնի էներգիական վիճակները 
ոսպնյակաձև հատույթով գլանային քվանտային կետում: Ստացված են վերլուծական արտահայ
տություններ էլիպսոիդային և շրջանային հատույթների դեպքերի համար:

ELECTRON STATES IN A CYLINDRICAL QUANTUM DOT
WITH LENS-SHAPED CROSS-SECTION

A.A. CHANCHAPANYAN, K.G. DVOYAN

Within the framework of adiabatic approximation the electron energy states in a cylindrical 
quantum dot with lens-shaped cross-section are studied. Analytical expressions for the cases of 
elliptic and circular cros-sections are obtained.
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