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Получен гамильтониан взаимодействия для разреженного ферми-газа 
(при 7 = 0 К) в некоммутативном пространстве и рассчитан энергетический 
сдвиг первого порядка. Показано, что некоммутативность приводит к пони­
жению энергии системы.

В последние годы возрос интерес к физическим явлениям в некомму­
тативном пространстве-времени. Так, показана перенормируемость кванто­
вой электродинамики в однопетлевом приближении [1-4]. Такой же результат 
получен для р4 теории в двухпетлевом приближении [5,6]. Сейчас известно, 

что идея некоммутативное™ пространства-времени приводит к неунитарным 
теориям поля [7,8], а теории некоммутативных пространств более приемлемы 
с физической точки зрения.

Целью настоящей работы было исследование влияния некоммутатив- 
ности пространства на энергию разреженного ферми-газа при нулевой тем­
пературе. На основе гамильтониана взаимодействия рассчитан энергетичес­
кий сдвиг первого порядка системы в случае двумерной некоммутативности. 
При этом мы ограничиваем расчеты вторым порядком по параметру не­
коммутативности вследствие его малости. Расчет энергетического сдвига пер­
вого порядка показывает, что энергия системы понижается.

Некоммутативное пространство-время характеризуется следующим 
образом [2,5,9]:

[ia,ip]=iyap (уар=֊Гра и а,/? = 0,1,2,3), (1)

где ха обозначает координаты пространства-времени, а уар - параметр не­
коммутативности. Тогда некоммутативность пространства-времени для про­
изведения полей включается в произведение Мояла:

^ (х) * <р2 (х) = ехр (^Уа/3дРаdV/))<р} (х + /г)^2 (х + и) Ц=1,=о , (2)

откуда следует, что произведение полей в некоммутативном пространстве на-
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до заменить на выражение (2) в обычном коммутативном пространстве (соот­
ветствие Вейля—Мояла). Нас интересует некоммутативность трехмерного 
пространства, т.е. уОа = 0. Следовательно, для произведения Мояла про­
странственных экспонент имеем

е*г» ♦е'к։ х -е-'к>лк։е'(к1+к2’’‘։ (3)

><1 лк2 =֊/,/,,^2 (/,/=1,2,3). (4)

Рассмотрим теперь гамильтониан взаимодействия для многочастичной 
системы (см., например, [10-12]):

Яь, =| |р\Л-2^Х1)* + (х2)Пп,(хнх2^^^ (5)

Нас интересует система, которая взаимодействует мгновенно (разреженный 
ферми-газ), т.е.

^ =^(Х1 ֊х2), (6)

где g>0 есть постоянная взаимодействия (случай ^<0 исключается, чтобы 
избежать появления фазового перехода). Это приводит гамильтониан взаимо­
действия к виду

Я,п( =֊?р3хТ+(х)Ч>+(х)՝Р(х)Т(х). ' (7)

Оператор поля Т(х) можно разложить по операторам рождения и уничтоже­
ния:

Т(х) = -^= ^^^(х)^^ ^е'к х<'сгак , <т = 1,2 (спиновый индекс). (8) 
УК к,а ’ уР к,Ст

В случае некоммутативного пространства, характеризуемого выраже­
нием (1), гамильтониан взаимодействия (7) может быть заменен на

Ят| = |^р3.гТ + (х)*Т + (х)*Т(х)*Т(х). (9)

Тогда, после подстановки оператора поля из (8) в (9) и использования урав­
нения (3), получаем

՝ 4

^'п1 = 2Йь 1?!, £ е 1 е 1 як,,ст1ак-к1,стгак-к,,сг;ак,,ст'| ■ , (Ю)
к,к|Лз сГ|^о-2

Энергетический сдвиг первого порядка (по константе взаимодейст­
вия) данной системы дается выражением [12]

(О
£ = <£|ЯИ|£), (11)

где |£) обозначает основное состояние (фермионный вакуум) системы.
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Чтобы получить ненулевой результат для матричных элементов операторов 
рождения и уничтожения, следует произвести их спаривание. При этом есть 
только две возможности [10-12]:

| к^ст, =к3,ст|
| к ֊ к,, сг2 = к - к 3, о֊2 (прямое спаривание) и

Г - (12)
Jk|rcr] - к3,сг2 (обменное спаривание).
|к-к1։о-2 =к3,сг,

Из условия для рассеяния 5-волны (т.е. о՜, *сг2) можно убедиться, что 
обменное спаривание приводит к нулевому результату для матричных эле­
ментов операторов рождения и уничтожения. Однако для прямого спарива­
ния получаем

^к|.к, (^ I ак|,<г|ак-к1д.ак-к1,а, ^.а, । = ^крк,^^/՜ I к - к, |)6>(Ау - Л]) , (13)

Отсюда для энергетического сдвига первого порядка следует

я'" Хе2'кЛ^/-1^֊4|Ж֊1^֊1)> (14)
И к,5 2 2

где волновые векторы переобозначены следующим образом:

к1֊к = (к1“)-уЧ֊у , к, =(к,-у) + у = ^ + -. (15)

Этот симметричный вид для энергетического сдвига первого порядка 
имеет то преимущество, что теперь интегрирование по его переменным (см. 
ниже) имеет простую геометрическую интерпретацию [12]. Ступенчатые 
функции, присутствующие в (14), ограничивают величины векторов и угол 
между ними до их максимальных и минимальных значений. Таким образом, 
суммирование симметрично и, следовательно, выражение (14) можно заме­
нить на

£“’ =£ЕбЧМ^-֊1)0(М^֊1)со5(2кА^ (16)

Для большого объема суммирование в (16) можно заменить на интегралы:

£՛” =֊^тг|А|^^/-|^||)^/-к4|)со5(2кл^). (17)
(2Я-) 2 2

Теперь, чтобы получить конкретный результат для энергетического 
сдвига системы, предположим, что некоммутативность пространства ограни­
чена двумя измерениями. Тогда, разлагая соз(2кл^) до второго порядка по 
параметру некоммутативности, получим окончательный результат для энер­
гетического сдвига первого порядка на единицу объема:
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'" >.6 /.10
(3-88 ՛10-3)’ (l8)

Первый член в (18) есть энергетический сдвиг первого порядка разре­
женного ферми-газа в обычном коммутативном пространстве [11], в то время 
как второй член соответствует влиянию некоммутативности пространства на 
энергию системы. Для понимания этого результата следует вспомнить, что 
константа взаимодействия зависит от природы потенциала в проблеме двух­
частичного рассеяния. Таким образом, рассмотрение многочастичного аспек­
ты проблемы в некоммутативном пространстве требует учета влияния неком­
мутативности пространства на задачу двухчастичного рассеяния путем (не­
коммутативного) квантовомеханического рассмотрения. Вследствие этого, 
результат (18) можно интерпретировать как такую модификацию константы 
взаимодействия, обусловленную некоммутативностью пространства.
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FIRST-ORDER ENERGY SHIFT OF A DILUTE 
FERMI GAS IN NONCOMMUTATIVE SPACE *

A. JAHAN, KH. SHAHBAZPOUR

The interaction Hamiltonian for a dilute Fermi gas (at 7՝=0 K) in the case of noncommutative 
space is derived and the first-order energy shift is calculated. It is shown that the 
noncommutativity of space leads to the decrease in the energy of the system.
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