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Изучена модель Розена-Зинера в процессе лазерной фотоассоциации 
атомарного Бозе-Эйнштейновского конденсата. Применением нелинейного 
интегрального уравнения Вольтерра получена аналитическая формула для 
конечной вероятности перехода в молекулярное состояние в пределе слабого 
взаимодействия.

В квазирезонансном приближении полуклассические уравнения, опи
сывающие двухмодовую фотоассоциацию Бозе-Эйнштейновского конденсата 
[1], имеют вид следующей системы нелинейных уравнений для амплитуд ве
роятностей атомарного и молекулярного состояний а} и а, [2]:

1~^՜ а1а2> = 11 ’

где I- (безразмерное) время, и=и(1)- частота Раби, а 3=6(1)- функция моду
ляции расстройки. Такие же уравнения встречаются в задачах нелинейной 
оптики при генерации второй гармоники [3] и в различных полевых теориях, 
где гамильтониан содержит слагаемое вида а2а{аг Система (1) сохраняет об
щее число частиц, которое мы нормируем на единицу: а,|2 +2|о2|2 = сопзг = 1. 

Будем считать, что до начала воздействия конденсат находился в атомарном 
состоянии: а1(-оо) = 1, а2(-оо) = 0. Мы исследуем следующую конфигурацию, 
известную как модель Розена-Зинера [4]:

С(О = СозесЬ(г), 6(1) = 2601. (2)

В последующем анализе используется линейный аналог системы (1):

1^.^֊՛^, (5)
СИ

с такими же зависимостями и(1), 8(1), начальным условием а2Ь(-х) = 0 и ин- 
тегралом движения |а,|2+|<22|2 =/л, где для обеспечения асимптотического 

совпадения в поведениях систем (1) и (3) в начале процесса необходимо
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выбрать 4=1/4, из чего вытекает условие а}1(֊со) = 1/2. Решение данной 
задачи с интегралом движения, нормированным на единицу, есть

______ (4)
а1к2 = _/(/0((1 -Л)/Х)֊'Л;'7ХГ^^ /ад/О / 2 + /^о),

где х = (1 + ։Ь(г))/2, а 2Рх{а,р\у\х) - гипергеометрическая функция Гаусса [5]. 
Конечная вероятность перехода на второй уровень задается известной фор
мулой Розена-Зинера

Рлг =(5т(я՝ио)5есМяА))2 • (5)

Эта формула, в частности, выражает собой хорошо известную ^--теорему [6], 
согласно которой система возвращается в исходное состояние (о1,«2) = (1,0), 
если У о =п, н = 1,2..., а при Со =1/2 +л происходит максимально возможный 
при данной расстройке переход на второй уровень (полное инвертирование 
системы возможно только при точном резонансе). Решение системы (3) с 
нормировкой Д=1/4 (с точностью до постоянного фазового множителя) 
имеет вид а^ = я!Лг /2, «2Л = а2^ /2.

Возвращаясь к нелинейной задаче, сделаем замену переменной 
йг / Ж = зесЫб). Тогда ОД = 450arth(tg(z/2)), и система (1) примет вид

7^2 = Сое-'^а1(г)-й2(г), ^  ̂= Ч±е^(%^ (6)
аг аг 2

Для изучения систем данного типа, т.е. с произвольным видом <5(г) и 
с постоянной и0, нами ранее был разработан специфический математичес
кий аппарат [7], основанный на сведении системы (6) к следующему нели
нейному интегральному уравнению Вольтерра [8]:

Р(г) = -/(2)-4Л ] ЛГ(г,7)1 р(7)-уР2(-7)к7> ^ = ^о. (?)

где К (г, ту) = (С^ (г) - С6 (.п^соз^У) + ^ (?) - 8а (р))зт(б(р)), (8)

г 2
Дг) = С^г) + 3^г), СДг)= |со5(<Ш^, ЗД = |5т(^)) .̂ (9)

-я/2 -я/2

Уравнение (7) будет справедливо и для линейной системы (3), если в 
нем опустить член, пропорциональный р1. Согласно общей теории уравне
ний Вольтерра, если /(х) и К(х, 77) ограничены, то в случае слабой нелиней
ности (Л < 1) решение задачи строится с помощью равномерно сходящегося 
всюду разложения Пикара [8]. Заметив, что первые три члена разложения 
Пикара для (7) и соответствующего линейного интегрального уравнения сов
падают, можно построить более быстро сходящийся ряд путем замены 
р = р, +и, где р, =|а21|2. Для функции «(х) получается новое интегральное
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уравнение хаммерштейновского типа [8]:

и(г) = 6Л ^(г^рУр-АЛ | К(г,г/)Ц\-Зр1')и֊—и2\йр. (10)
-я/2 -я/2 ' '

Нетрудно показать, что в режиме слабого взаимодействия можно ограничить
ся первым членом уравнения (10). Тем самым, приближенное решение для 
(6) записывается с помощью решения линейной системы (3):

р(Х) = р^ + ЬЛ ^К^^^РУР . (И)
-л/2

Далее, для расчета интеграла в (11) с точностью до заданной степени 
Л может быть использована аппроксимация линейного решения р! конеч
ным числом слагаемых из его пикаровского ряда. В простейшем случае, для 
расчета с точностью до О(Л4), можно, очевидно, ограничиться первым по
рядком разложения, т.е. положить р,^)* Л/^՝)/А. Для улучшения данного 
приближения можно ввести некий корректирующий коэффициент, тем са
мым рассмотрев более общее приближение вида рь(г) = А/(г)- Соответст
вующие соображения для определения значения коэффициента А будут 
приведены ниже. Функции Св и 8В можно вычислить в явном виде, рас
смотрев вспомогательный интеграл

Е(г) = Св+1бв = |ехр(ад(/( = Й/1/2 + |4,1/2-/150). _и = 51п2(г/2 +лг/2). (12) 

-л72

Следовательно,

Св = К.е(В?.(1/2 + /<50,1/2-'Л)), $г = 1ш(В7(1/2 +/<50,1/2 ֊<<5о)). (13)

Тогда формула (11) при /֊>+<» примет вид р(+оо) = Р^ / 4 + и(+оа), где 
и(+а>) х 6Л А2с1 и С„ = я-зесЬ(^0). Таким образом, решение нелинейной зада
чи (1) с точностью до О(24) определяется следующей формулой (А = Л/4):

Р^^Р^/А+ЗЛ3^/^. (14)

Данная формула довольно хорошо описывает процесс образования 
молекул до тех пор, пока 2® 0.1. После превышения этого уровня наблюда
ется резкое расхождение с точным значением вероятности перехода, полу
ченной путем численного интегрирования системы (1). Причина подобного 
поведения полученного решения (14) очевидна: так как РК2 является ограни
ченной величиной, а См не зависит от и0, то величина р(+<»), заданная 
формулой (14), неограниченно растет при возрастании и0, превышая макси
мальнодопустимое нормировкой значение 1/2 уже при 2 = 0.3 (<50 ® 0). Одна
ко, полученную формулу можно так модифицировать, чтобы добиться суще
ственного улучшения результата. Это можно сделать, заметив, что линейное
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решение р։ при малых ненулевых А намного лучше аппроксимируется 
формулой вида рь ~ /’и//(4/(+»)) = Р/и/^4^- Этому, очевидно, соответст
вует выбор А-РЬ7!^С^\ ЧТО приводит к значительно лучшей по своей 
структуре формуле:

рС+оо)^^/Д + бл^/Д)2/^. (15)

Действительно, в отличие от формулы (14), вероятность перехода р(+х), оп
ределенная данной формулой, остается меньше 1/2 при всех 2<1, то есть во 
всей той области, где вообще имеет смысл пытаться ограничиться только 
первым членом пикаровского разложения для и. Полученная формула, одна
ко, дает численно удовлетворительное приближение только до 2<0.15. При
чины появления последнего дополнительного ограничения заслуживают осо
бого внимания, и к этому мы вернемся чуть позже. Но предварительно по
кажем, что имеется нетривиальный способ для еще более существенного 
улучшения этого результата. Заметим сначала, что, с точностью до постоян
ного множителя, функция Р^^ Гт^е"1'2а2/а /-/л). Это наблюдение подска
зывает заменить в уравнении (11՜) функции С6 и 5^ на - 1т(а2/к) / VI и 
^е(°2/?г)/ VI, соответственно, а соз(Хг)) и 51п(^(г)) на соответствующие про
изводные. Нетрудно видеть, что это примерно эквивалентно замене 
О. = -\IPRZ 1 в О5)՛ В результате имеем

р(^о)^РЯ2/4+3(АР1(2/4)3'2. '(16)

Более точные выкладки с учетом свойств а2Я7 показывают, что

Р^^Р^ /4 + 3(1+22X2?^ /4)3/2. (17)

Полученная формула дает очень хорошее приближение вплоть до 2 < 0.25 
(относительная ошибка порядка долей процента). Поведение Х+а) как 
функции от и0 при различных значениях г>0 показано на рис.1.

Рис.1. Конечная вероятность перехода в молекулярное состояние 
как функция от и0. ^0 = Ю՜6 - верхняя кривая, £0 =0.2 - сред
няя кривая, ^0 = 0.5 - нижняя кривая.
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Обсудим теперь более подробно область применимости полученных 
формул и причину возникновения ограничения на 2. Рассуждения, лежащие 
в основе вышеприведенных выкладок, опираются на предположение о 
малости последующих пикаровских приближений для и по сравнению с 
первым членом пикаровского разложения

и0=6Л 1к(г,г/)р^17.
-я/2

Как следует из уравнения (10), второй пикаровский терм имеет вид

(18)

=^л^к^ ^-Зр,^-^ ар .

-л-/2
(19)

Как непосредственно видно, если 2«1 и рь = 0(2), то предположение 
и, «и0 заведомо выполняется. Разумеется, это имеет место при 2 <02 и, 
как уже отмечалось выше, именно это и определяет область применимости 
формул (14) и (15). Ситуация однако сильно меняется уже при 2 « 0.2 + 0.3. 
Во-первых, уже нельзя считать, что 2 намного меньше единицы, а во-вто
рых, что не менее важно, вероятность линейного перехода рь уже не намно
го меньше единицы. Последнее видно уже из формулы Розена-Зинсра (5): 
конечная вероятность линейного перехода р/,(+<») = Рдг / 4 при 5о»О при
мерно равна 0.25. Таким образом, строго, в рассматриваемой модели Розена- 
Зинера (2) слабо-нелинейными следует считать случаи полей с амплитудой 
и0 <0.3 (2 <0.1). Обратим внимание, что это обстоятельство не является ап
риорно очевидным. Например, для сравнения, в модели Ландау-Зинера пре
делу слабой нелинейности соответствует 2 < 1 [9]. Таким образом, случаи с 
иа >0.3 (2 >0.1) относятся к промежуточным между сильно-нелинейными и 
слабо-нелинейными. Именно поэтому модификации (16) и (17), применимые 
вплоть до 2 <0.25, очень существенны. Можно было бы надеяться, что по
следняя формула будет применима и при несколько больших 2, если £0 > 2, 
ибо тогда, благодаря наличию фактора (5есЬ(я<50))2 в формуле (5), 
р/ (+оо)«1. В определенной степени это предположение справедливо, одна
ко теперь относительная ошибка значительно больше и составляет порядка 
нескольких процентов уже при 2 « 0.5. Причина этого состоит в том, что ли
нейное решение р2К2 (/) Розена-Зинера [см. (4)] в окрестности точки / = 0 
достигает значений порядка единицы независимо от значения 50 (при уме
ренных и больших значениях ^0 имеется выраженный максимум). Это не
трудно видеть, рассмотрев, например, поведение линейного решения при 
2 = 1, когда гипергеометрические ряды в (4) обрываются и получается эле
ментарное решение р2Д2 = (зесЬ(/))2/(1+ 4^). Как видно, при умеренных 
£0 «0.5 в / = 0 имеем р2К2 (0)«0.5. Таким образом, общее заключение тако
во, что при 2 >0.25 + 0.3 нельзя ограничиться только первым членом пика
ровского разложения для и, ибо последующие члены играют существенную
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роль. Тем самым, данный режим следует отнести к сильно-нелинейному.
Работа выполнена при поддержке грантов Фонда Гражданских Иссле

дований и Разработок США (CRDF) No. РН 100-02, Армянского Национально
го Фонда Науки и Образования (ANSEF)No. PS-10-2005 и РА № 0591-2002.
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ՌՈԶԵՆ-ԶԵՆԵՐԻ ՄՈԴԵԼԸ ՍԱՌՆ ԱՏՈՄՆԵՐԻ ՖՈՏՌԱՍՈՑԻԱՑԻԱՅՈՒՄ

Վ.Ռ. ՂԱԶԱՐՅԱՆ, Ա.Մ. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ, Պ.Տ ՋՈՒԼՀԱԿՅԱՆ, Ա.Մ. ԻՇԽԱՆՅԱՆ

Ուսումնասիրված է Ռոզեն-Զեների մոդելը ատոմական Բոզե-էյնշտեյնյան կոնդենսատի 
լազերային ֆոտոասոցիացիայի պրոցեսում: Վոլտերրայի պ-գծային մի ինտեգրալ հավասարման 
կիրառմամբ ստացված է մոլեկուլային վիճակի անցման վերջնական հավանականության 
անալիտիկ բանաձև թույլ փոխազդեցության սահմանի համար:

ROZEN-ZENER MODEL IN COLD ATOM PHOTOASSOCIATION

V.R. GHAZARYAN, A.M. MANUKYAN, B.T. JOULAKIAN, A.M. ISHKHANYAN

The Rozen-Zener model in a process of laser photoassociation of an atomic Bose-Einstein 
condensate is studied. Using a nonlinear Volterra integral equation, an analytic formula for the 
final probability of the transition to the molecular state is obtained for the weak interaction limit.
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