
Известия НАН Армении, Физика, т.39, №2, с.99-106 (2004)

УДК 530.145

КУЛОН-ОСЦИЛЛЯТОРНАЯ ДУАЛЬНОСТЬ И ЗАДАЧА 
РАССЕЯНИЯ В 5-МЕРНОМ КУЛОНОВСКОМ ПОЛЕ

Л.Г. МАРДОЯН

Ереванский государственный университет
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Показано, что преобразование Гурвица связывает задачу восьми.мерного 
репульсивного осциллятора с пятимерной задачей Кулона в непрерывном 
спектре. Вычислены гиперсферические и параболические базисы этой сис
темы. Решена квантовомеханическая задача рассеяния заряженных частиц в 
5-мерном кулоновском поле.

1. Введение

Известно, что 8-мерный изотропный осциллятор со связью дуален 
5-мерной кулоновской задаче в дискретном спектре [1-4]. Это свойство явля
ется частным случаем более общего утверждения, гласящего, что 8-мерный 
изотропный осциллятор (без дополнительной связи) дуален 5-мерному не- 
абелевому монополю Янга [5-7]. Аналогично можно показать, что 8-мерный 
репульсивный изотропный осциллятор (С/=-ра)2г2 /2) со связью дуален 

5-мерной задаче Кулона в непрерывном спектре. Этот факт, как и в случае 
связанных состояний, в дальнейшем назовем кулон-осцилляторной дуаль
ностью. В силу 50(5,1) скрытой симметрии задача Кулона факторизуется не 
только в сферических, но и в параболических координатах. Наличие парабо
лического базиса позволяет построить точную теорию рассеяния заряженных 
частиц в 5-мерном кулоновском поле.

Настоящая статья построена следующим образом. В §2 показано, что 
8-мерный репульсивный осциллятор дуален 5-мерной кулоновской задаче в 
непрерывном спектре. В §3 получены волновые функции 5-мерной кулонов
ской задачи для непрерывного спектра в гиперсферических и параболичес
ких координатах определенных типов. В §4 рассмотрена квантовомеханичес
кая задача рассеяния заряженной частицы в 5-мерном кулоновском поле, по
лучены формулы для амплитуды и сечения рассеяния. В заключении мы воз
вращаемся к дион-осцилляторной дуальности и приводим дополнительную 
информацию, относящуюся к этому интересному свойству.
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2. Кулон-осцилляторная дуальность

Рассмотрим преобразование Гурвица [1]:
77777777

*0 =*0 +"1 + и2 +и3 ֊^ -и- ֊1^-и! ,

х2 + «։ = 2[($, + 1и} )(и5 + ш4) + («2 - ш3 )(м7 - ш6)]. (1)

^4 + «3 = 2[(«0 + «й)(И7 +“'б)-("2 -'мз)("5 -'«д)]-

Здесь и (// = 0,1,...,7) - координаты пространства ՝Я8(кд), а хД/ = 0,1.....4) - 
пространства й^х^). Из (1) легко заметить, что имеет место равенство

М** = (Ир +Ц\ + и^ + и2 + и^ + И2 +и^ + И2 )2 = Хр +Х]“ +Хэ 4- Х3 +Х^ —Г՜ , (2)

которое называется тождеством Эйлера. Согласно [1] связь между оператора
ми Лапласа в пространствах ^(м^и й^х,) имеет вид

4 
А8=4гА5—У՜, (3)

г

где У2 = У։2 + У,2 +У32, а

- I ( д д д д 3 д д д
71 = Т ------ "°^ + "3՜-------- "з—+ “5֊------- ^Т-+"’я-------- “<՝՜

21 ийд ои^ ^^2 ^^з ^^4 ои^ ^^6 он՞]

( д д д д

' ди0 дщ ди2 ди2

д д д д }
- “6 Т՜ + “’ “ + "•> Ч------- “5 — 

ди5а<4 ди.'6 ди

Пользуясь явным видом операторов Уа, можно прямым вычислением 
показать, что они удовлетворяют коммутационным соотношениям 
[За,Зь] = 1£аЬсЗс, где а,Ь,с = 1,2,3.

Теперь свяжем 8-мерную задачу репульсивного осциллятора

7 7 ~
п . иа'и 

------ А»-----  
2//---------2

у/(и^ = Еу/(ии) (4)

с 5-мерной задачей Кулона. Так как операторы Ja не зависят от координат 
х,, допустим, что волновую функцию у/^) 8-мерного репульсивного ос
циллятора можно представить в следующем факторизованном виде:

(5)

где через Е1а обозначены углы, от которых зависят операторы Уа, а Ф(ПО) 
является собственной функцией оператора У2, т.е.

У2 ф(П„) = У(У + 1)ф(П„). (6)
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Здесь j(j + \) - собственные значения оператора 7\ Теперь, подставляя в (4)
формулу (3) и учитывая соотношения (5) и (6). приходим к уравнению

Л2 е2
--------- Д5---------

2ц г

й2
2ц г2

7(7+1) ^(х,)=£^(х,), (7)

где Е = Ц612/%, а 4е2 = £. Таким образом, мы получили, что 8-мерный 

репульсивный осциллятор дуален бесконечному числу 5-мерных кулоновских 
систем с дополнительным членом \/г2 и константой связи Ь2У^ + \)/2^. 

При 7 = 0 мы получим уравнение для 5-мерной задачи Кулона:

й2 А 
----------- Д5---------
2ц г

У'(х1)=£ у^х,). (8)

Условие ./= 0 равносильно требованию 7о^(х,) = 0. Кроме того, из (1) следу

ет, что у/(х,) есть четная функция переменных ир : у/(х,(-ир)) = у/(х,(ии)).

3. Гиперсферический и параболический базисы

Определим 5-мерные гиперсферические координаты г е [0,да), 6 е [0, я-], 
а е [0,2 т), ^ е [0, т], / е [0,4т) в 9?5 (х) следующим образом:

В ^
xo=rcos0, х2 + ix} = rs'mOsin^-e 2 , х4 + /х3 = г sin 0 cos -у е 2 . (9)

Элемент объема и оператор Лапласа в координатах (9) имеют вид

4
d^ =—sin3 0sin pdrdOdadpdy ,

Д5
1 о f ) 1 д д У

-- г —т^;------- 5--------sin 0— г4 Srl Зг) r~ sin3 0 30\ 30)
4

г2 sin2 0

где

L2
92 о

7 —T-2COS
sin2 ^ ^Эа2

Р
З2 З2 Y

Заду ду2

Компоненты оператора момента L имеют вид

; [ п 3 . 3 cosa 8 ।
=/ cosacotо — + sma------------------- ,

I да др sin Р ду )

j д
L2 = /1 sin a cot р----

I да
д sin а д ] 

- cos а-------------------- , 
др sin р ду )

Ьз=-1 , Lv=-i—.
да ду
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Решение уравнения (8) в гиперсферических координатах (9) имеет вид

^Л^М = ^^ ^М 2^ о^.^^.

где нормированная условием

о * * 1 4-1

функция Вегнера 2)^т.(а,Д/) является собственной функцией взаимно ком
мутирующих операторов Ь2,Ь3,Ь3 [8]. Функция 7^(6») дается формулой [3]

г^с^г2^1 ( зГ 22. + -
I 2

(22+3)(2-22)! . пхЧ , л\————֊ (мп 5)2/- - (СО5 0) ,
2л\Л + 2ь + 2у.

где С2 - полином Гегенбауэра, а квантовое число Л принимает значения 
2 =22., 22,+1,... Радиальная волновая функция непрерывного спектра имеет вид

Ки (И = С и -1кГ^ + 2 + —; 22 + 4; 2/Аг1 .
Г “(22 + 3)! < ак )

Здесь к =-/Ё/лЁТЁ2, а = кг //ле2 ֊ радиус Бора. Далее, пользуясь следующим 

представлением вырожденной гипергеометрической функции [9]:

Р^сЛ = ֊^֊(֊г)՜0 в^а - с +1;- 2) + в? еа'‘ С(с - а; 1 - а,е), (10)
Г(с֊а) Г(а)

где

0(а;с-2) = 1+Ш^^) 
1!г 2!г2

для радиальной волновой функции Ры(г) получим выражение

^кА^Си 2ак РеЫ 2к2г2
е

Г 2 + 2- —
I ак

С 2 + 2-—;------2-1;-2/Ъ-
( ак ак

■(И)

Если радиальную волновую функцию нормировать условием

р4 ^;. (>') Ккл {г}(1г = 2п8(к-к'\ 

о

то нормировочный коэффициент СкА равен

Си = (-^ ^к2 е^ак Г 2 + 2 —- 
I ак
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Асимптотическое выражение Я^г) при больших г (первый член разложе
ния (11)) имеет вид

^кх{г) л—^\п кг + —1п2</-----(2 + 1) + ^ ,
г ак 2

где

S, = argT| 2+2-—

Теперь определим параболические координаты в Я5(х,) следующим обра
зом:

] __ п ,а-г „ «+г
х0=-^-п), х2+/XJ =7^sin^-e 2 , х4 +ix3=^cos^-e 2 ,

где %,т] е[0,а>). В этих координатах элемент объема и лапласиан имеют вид

dV3 = —(^ + q) sin J3 d^drj da d/3dy ,

д5 =
4 Г i а Г 2 а i а ( г a YI 4 £2

<^ + 7}[^^[ д^) 7) дт]{ a^J £77
Тогда уравнение (8) можно записать в виде

4 ГI Э Н+1 2
< + 71[^4 И дт][ дг/)

4£2 2А 
й2

£ +
2е2 ՝

^ = о. (12)

После подстановки

у/^.7],а,/},у)=Ф^Ф2^О,пт.(а,А,у')

переменные в уравнении (12) разделяются и мы приходим к следующей сис
теме уравнений:

\__d_ A-2 ^1՝ +
к1 ' £(£ + 1) 
— £---- 2------- + Ф։ =0,

£ d^ < <> 4 £ 2Й 2а
*

1 d 2 dФշ *2 £(£ + 1) Т/2 1
-- ----- Л ---- - + -----Г)-—---------------- -------£2 4-------- Фэ = 0,
П dr] 1 ^П 4 >7 2й 2а

(13)

где О - параболическая постоянная разделения. Если функцию 
У/кШл1П11<£’’1'а՝0>Г՝) нормировать условием

[/тч^Шл«> Д /) УкОлт-(^Л, «> А/)^ + 7) ^г) = 2л-а(л -2:')^ -^') >

то параболический базис будет иметь вид
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^КИтт'^Ч'^Рр/)-^^ ^кшА^^к.-Щ^А Отт{а՝Р^}՝ (14)

где

Фки(х) -
№У' -.Ы2 
------------- е
(2^ + 1)!

Р Ь + 1 + —+^а;2Ь + 2-Ла) 
2ак 2кк

(15)

Ски.- (-1/
Ь~к^ — 
_ _ р2ак 
2^

I ЧРГ £ + 1------------—П Г £ + 1-
2ак 2Ы 2ак 2М

(16)

Отметим, что при вычислении нормировочного множителя (16) мы использо
вали представление вырожденной гипергеометрической функции (10).

4. 5-мерное обобщение формулы Резерфорда

Теперь рассмотрим рассеяние заряженной частицы в 5-мерном куло
новском поле. Поскольку движение в кулоновском поле произвольной раз
мерности </> 3 является двумерной задачей, то волновая функция не зависит 
от углов а, ^ и /, т.е. от квантовых чисел £, от и т՛. Подставляя в уравнения 
(13)£=0, получим

(17)

Мы должны найти такие решения уравнений (17), чтобы решение уравнения 
Шредингера при отрицательных хое(֊х;О) и больших г֊>оо имело вид 
плоской волны

Ч'к1&У)֊е‘1аа ^^

Этому условию можно удовлетворить, если считать, что параболическая по
стоянная разделения равна

.2кк

Подставляя последнее соотношение в уравнения (17), находим следующее ре
шение уравнения Шредингера, которое описывает рассеяние заряженной 
частицы в 5-мерном поле Кулона:

У'к&п) = Ске2 ’ ^р-;2;/7ст7 , (18)
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где С), - постоянная нормировки. Для того чтобы выделить в функции (18) 
падающую и рассеянную волны, надо рассмотреть ее поведение на больших 
расстояниях от кулоновского рассеивающего центра. Воспользовавшись пер
выми двумя членами представления (10) для вырожденной гипергеометричес
кой функции, при больших г] получим

л е ^ ։ \+1ак \ + а2к2
А —;2;/Ал «е 2ак --------- г 1+ —----------

' ак ) ^2__ 1а2к3т] 2а*кьг!
I ок)

1(ак + 1) е'1"1 -г^ч

1 + 1 + /ак
На2к3г$'\п2 0/2

5. Заключение

Выше была построена квантовая теория рассеяния заряженной кван
товой частицы в 5-мерном кулоновском поле. Эта задача, с физической точ
ки зрения, была спровоцирована дион-осцилляторной дуальностью, при
сущей математической структуре квантовой механики, и доказывающей, что
в ее рамках есть место неабелевому магнитному монополю Янга [10]. Однако, 
свойство дион-осцилляторной дуальности присуще не только отображению

__ !_____ '_________еак 
г[2 + ֊1Л^2

к ок)

Теперь, подставляя последнее соотношение в волновую функцию (18), по
стоянную нормировки Ск выбирая в виде

чтобы падающая плоская волна имела единичную амплитуду, а также 
переходя к гиперсферическим координатам согласно формулам г = (^ + 7)/2. 
^ = г-х0 =г(1-соз^), получим

^к^  ̂=
1+Л2

8а*к6г2 з!п2 0/2

хехр 1кха —— 1п 2кг зт2 
0 ак {

£
2

/(0)
+ ^—~ехр На-+—1п2Лг , 

г2 ак

где /(0) - амплитуда рассеяния, имеющая вид

ж=-
< \ Г 2------
\ак +1) \ ак

л,а2^ зш4 0/2 гГ?+± 
[ ак

[ 2/Т •ехр — 1п З1п —[ак 2

Таким образом, для сечения рассеяния с/а=\/(0)^2 0П (0П - элемент телес
ного угла) получим формулу

՝0а =
\ + а2к2

16а4к8зт80/2
0П.
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Й8->9?5, НО И отображениям Я1-»}։1, 5R2-»9l2 и 'Л4-* Ж3, причем в первых 

двух случаях на выходе возникают одномерный и двумерный анион [11.12], а 
в третьем - абелев монополь Дирака [13-16].

Работа выполнена при поддержке гранта ANSEF № PS-81.
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ԿՈՒԼՈՆ-ՕՍՑԻԼՅԱՏՈՐԱՅԻՆ ԴՈՒԱԼՈՒԹՅՈՒՆԸ ԵՎ ՑՐՄԱՆ ԽՆԴԻՐԸ 
5-ՉԱՓԱՆԻ ԿՈՒԼՈՆՅԱՆ ԴԱՇՏՈւՄ

Լ.Գ. ՄԱՐԴՈՅԱՆ

Ցույց է տրված, որ Հուրվիցի ձևափոխությունը ութ չափանի ոեպուլսիվ օսցիսատորի խնդիրը 
կապում է հինգ չափանի Կուլոնի խնդրի հետ անընդհատ սպեկտրի դեպքում: Հաշվված են այդ 
համակարգի հիպերգնդաձև և պարաբոլային բազիսները: Լուծված է 5-չափանի կողոնյան դաշ
տում լիցքավորված մասնիկների ցրման քվանտամեխանիկական խնդիրը:

COULOMB-OSCILLATOR DUALITY AND SCATTERING PROBLEM 
IN THE FIVE-DIMENSIONAL COULOMB FIELD

L.G. MARDOYAN

It is shown that the Hurwitz transformation connects the eight-dimensional repulsive 
oscillator problem with the five-dimensional Coulomb problem for continuous spectrum. The 
hyperspherical and parabolic bases for this system are calculated. The quantum-mechanical 
scattering problem of charged particles in the five-dimensional Coulomb field is solved.

՝, t
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