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Предложена схема оптического параметрического осциллятора, показы
вающая переход от регулярной к хаотической динамике. Исследованы режи- 
мы генерации системы на основе интенсивностей мод и сечения Пуанкаре в 
фазовом пространстве. Продемонстрировано возникновение странного ат
трактора в хаотическом режиме.

1. Введение

В последние годы в ряде экспериментальных и теоретических работ 
продемонстрирована возможность исследования квантового хаоса в области 
квантовой оптики [1-4]. Большая часть результатов в этом направлении по
лучена для модели возмущенного ротатора. В частности, эта модель реализо
вана на эксперименте для ультрахолодных атомов в магнитно-оптической 
ловушке под действием периодической последовательности импульсов стоя
чих электромагнитных волн [1,2]. Недавно новые проблемы хаотической ди
намики были исследованы в экспериментальной схеме с охлажденными ато
мами в магнитно-оптической ловушке, имеющей форму потенциала с двумя 
минимумами [3]. Эффект квантового туннелирования в хаотическом режиме 
исследован в эксперименте с атомами цезия (Сз) в стоячей волне с амплитуд
ной модуляцией [4]. В работах [5,6] предложен другой тип квантовых систем 
с хаотической динамикой на основе модели ангармонического осциллятора 
под действием двух периодических сил с различными частотами. Важным 
итогом этих исследований является вывод, что суб-пуассоновская статистика 
чисел заполнения осциллятора реализуется в случае диссипативной хаоти
ческой динамики.

В настоящей работе предлагается новая модель в области квантовой 
оптики, в которой имеет место переход от регулярной динамики к хаотичес
кой. Рассматриваемая модель является обобщением модели оптического па
раметрического осциллятора (ОПО) и основана на трехволновом параметри
ческом взаимодействии в нелинейной %^ среде, помещенной в двухмодо-
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вый резонатор под действием двух лазерных полей с различными частотами. 
Основная мотивация для такого исследования следующая. Как известно, 
обычный невырожденный параметрический осциллятор, который возбужда
ется когерентным лазерным полем, является одной из основных схем для ге
нерации неклассических состояний света, в частности, перепутанных состоя
ний с непрерывными переменными [7,8]. В случае действия двух возбуж
дающих лазерных полей, как показано ниже, параметрический осциллятор 
имеет наряду с регулярной также режим хаотической динамики. Поэтому 
следует ожидать, что рассматриваемая модель позволит исследовать пробле
мы неклассических состояний света при переходе от регулярной к хаотичес
кой динамике.

2. Параметрический осциллятор под действием двух монохроматических полей

Гамильтониан, описывающий параметрическое взаимодействие двух 
мод одинаковых поляризаций с частотами а>с и а>а = а)с/2 с фазовым синхро
низмом 1-го рода в резонаторе, имеет следующий вид:

Н = 1Лс^1е'Ш11 +Q2e'ai'^+ihxc[p+^ + Н.с. (1)

Здесь с и а есть операторы мод с частотами ас и а>„, соответственно, / - 
постоянная связи для процесса ас -^co^ +аа расщепления моды на две моды 
одинаковых частот и поляризаций, Q, и Q2 - частоты Раби, описывающие 
взаимодействие двух лазерных полей с частотами «, и д>2 с модой а)с.

Система является диссипативной, так как субгармоники a>o, <at зату
хают в резонаторе с коэффициентами затухания уа, /с. Поэтому эволюцию 
системы можно описать следующим уравнением для матрицы плотности 
двух мод:

^ = -l[//o + W„1,,p]+ ^[^Р^֊֊Р^^ ֊֊^^р\ (2)

Уравнение (2) записано в представлении взаимодействия и в резонансном 
приближении, где

Но =h(^aa^a + ^cc+c), (3)

Н1М = /й(О] + Q^e"* )с + ih%c^ )2 + Н.с., (4)

АО*ДС - расстройки частот резонатора и 8 = а>2֊а)х -модуляционная час- 
' тота. Диссипация системы описывается так называемыми операторами Линд

блада А, = ^2/о а, Ьг=^2у^с. Следует отметить, что уравнение (2) является 
стандартным для описания диссипативной квантовой динамики в случае сла
бой связи системы с резервуаром (см., например, [9,10]).

При Q2=0 уравнение (2) описывает обычный параметрический ос
циллятор под действием монохроматического возмущения, который имеет
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стационарное поведение при временах, превышающих длительность пере
ходного режима, I»/՜', у՜'. В случае наличия двух монохроматических 
полей возбуждения гамильтониан (4) зависит от времени, следовательно, 
можно ожидать, что система имеет области регулярной и хаотической дина
мики в зависимости от параметров До, Дс, /, □], О2 и 6.

В настоящей статье мы ограничимся исследованием только лишь ре
жимов генерации ОПО и продемонстрируем появление странного аттракто
ра, характеризующего диссипативный хаос. С этой целью мы используем 
уравнения для амплитуд субгармоник а = Тга(раа), ^ = Тгс(рсс), где матрицы 
плотности каждой из мод равны ра = Тгс(р), рс =Тга(р) в полуклассическом 
приближении. Учитывая, что в этом приближении средние от произведений 
операторов расщепляются и, в частности, имеем Тг(ра+с) = а’Д приходим к 
уравнениям в следующей форме:

(5)
-^- = -(Гс+‘^с^-х‘а2 ֊(о, + й2е՜'*).

Уравнения (5) не допускают аналитического решения и будут проана
лизированы численно. Легко заметить, что эти уравнения остаются инва
риантными при масштабных преобразованиях а-^а' = Ла, р-+р' = лр, где 
Я - положительный, безразмерный множитель, если параметры /, О, 
(/ = 1,2) преобразуются как х՜^ X՛ = х/Л, О,-эй', =Яй,. Это свойство мас
штабной инвариантности ОПО полезно при нахождении областей регуляр
ной и хаотической динамики.

3. Переход к хаотической динамике

Рассмотрим переход от регулярной к хаотической динамике при изме
нении частоты Раби й2. При О2=0, т.е. для случая монохроматического 
возбуждения ОПО, система достигает стационарного режима для временных 
интервалов, превосходящих характерное время переходных процессов, при 
/»тах(/71,/;1). Как следует из анализа условий стабильности стационар
ных решений уравнений (5), при О, >й, имеет место надпороговый режим 
генерации, где О, = |усД0+/оДс|/2/ ֊ пороговое значение частоты Раби, 
которая пропорциональна амплитуде поля возбуждения. Система также 
имеет моностабильное или бистабильное поведение, причем, последнее 
осуществляется при условии ДСДО-уе/о > О, в области параметров 
О, <Й|

Очевидно, что ОПО в бихроматическом поле также имеет пороговое 
поведение, как и в случае монохроматического возбуждения при й2 =0. На 
рис. 1 приведены интенсивности двух мод |а|2, |/?|՜ в единицах чисел фо
тонов в области регулярной динамики для следующих значений параметров:
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Рис.1. Временная эволюция интенсивностей фундаментальной 
моды (2) и субгармоники (I) в области регулярной динамики.

‘Го
Рис.2. Временная эволюция интенсивностей фундаментальной 
моды (Ь) и субгармоники (а) в области хаотической динамики.
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Гс/Га=^ ^1га=т, п2/го=б, х1га^ з/го=ю, ^с/уа=\ до/го = 1.5 
в зависимости от 1уа. Как видно, для времен, превышающих характерное 
время переходного режима, I»/՜', временная эволюция мод субгармоник 
является периодической с периодом Т = 2л/8. При дальнейшем увеличении 
частоты Раби П2 система переходит в хаотический режим, который удобно 
исследовать в фазовом пространстве координат и импульсов двух мод 
хо=Кеа, уо=1та; хс=ИеД ус = 1т/3 с помощью сечения Пуанкаре. Оно 
определяется как последовательность точек в фазовом пространстве 
(х^.у^^СХ^ХХ^)). гДе 1п =^+2тт18 (л = 0,1,2,...), и /0 - начальный мо
мент времени. Известно, что для последовательности временных интервалов 
1 = 1П система находится в одной из точек этого сечения. На рис.2 и 3 приве
дены интенсивности двух мод и сечение Пуанкаре, соответствующие хаоти
ческой динамике для следующих значений параметров: ус/уа =1, Л|//а =37, 
Я2/га=П, Х/Га=^, Ж=>0> Ас/Г0=10. АЖ =5.

Rea
Рис.З. Сечение Пуанкаре (приблизительно 40000 точек) для 
комплексной амплитуды субгармоники параметрического ос
циллятора в области хаоса.

Анализ показывает, что хаотическая динамика проявляется для 
широкой области параметров, включая большие значения параметров Раби 
^, »/а> а также малые нелинейности /«1. Пример странного аттрактора 
в одной из этих областей приведен на рис.4.

Таким образом, приведенные результаты иллюстрируют переход от 
регулярной к хаотической динамике в ОПО под действием двух монохрома
тических полей. Исследование квантовых явлений в обоих режимах рассмат
риваемой системы будет приведено в следующей работе.
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Рис.4. Иллюстрация странного аттрактора для субгармоники (при
близительно 8000 точек) для следующих значений параметров: 
Гс/Га=^ О|/го=275, П2/уо=275, //уа = 0.04, 5/уо=10.
^с/го=^ АО//О=Ь5.
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TRANSITION FROM REGULAR TO CHAOTIC DYNAMICS 
FOR A PARAMETRIC OSCILLATOR

N.T. GEVORGYAN, G.YU. KRYUCHKYAN

The scheme of an optical parametric oscillator showing transition from a regular to chaotic 
dynamics is proposed. The operational regimes of light-mode generation are investigated on the 
base of both the mode intensities and Poincare section. Strange attractors for chaotic dynamics are 
studied.
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