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В рамках метода эффективной массы исследованы электронные со­
стояния в сферической квантовой точке, состоящей из полупроводнико­
вой сферы с покрытием с учетом различия эффективной массы носите­
лей заряда в сфере и в покрытии, как при отсутствии, так и при наличии 
водородоподобной примеси в центре квантовой точки Рассмотрено 
влияние разности диэлектрических постоянных сферы, покрытия и ок­
ружающей среды на примесные состояния. Численные оценки проведе­
ны для системы ОаАз - Са^А^Аз-А1Аз (или вакуум) при различных 
значениях радиусов сферы, покрытия и концентрации сплава х.

1. Введение

Низкоразмерные электронные системы, в которых реализуется 
квантовый режим поведения носителей заряда (НЗ). весьма чувстви­
тельны к изменениям размеров, геометрической формы и состава (1]. 
Для понимания происходящих в низкоразмерных полупроводниковых 
гетероструктурах физических процессов и для конкретных расчетов ха­
рактеристик таких систем необходимо адекватное описание электрон­
ных и донорных (акцепторных) состояний при наличии в системе при­
месных центров. Ввиду огромных возможностей прикладных примене­
ний низкоразмерных полупроводниковых систем, а также с точки зре­
ния фундаментальной науки, исследования примесных состояний в них 
проводятся весьма интенсивно [2,3].

В настоящее время, благодаря значительным успехам в области 
техники роста кристаллов, стало возможным создание и исследование 
низкоразмерных многослойных полупроводниковых систем. Так, в [3-10] 
исследованы спектры поглощения и флуоресценции квантовоточечных 
квантовых ям, в [11-15] рассмотрены электронные и примесные состоя­
ния в многослойных квантовых проволоках (КП) и квантовых точках 
(КТ). В работах [5,8,11,16] определение волновых функций и примесных 
состояний проведено в рамках метода эффективной массы с помощью



Следует отметить, что а большинстве работ, посвященных расче­
ту энергии связи в низкоразмерных гетероструктурах, пренебрегается 
различием диэлектрических постоянных (ДП) составляющих систему 
компонент или системы и окружающей среды Отчасти это обусловлено 
тем, что, как правило, рассматриваются гетероструктуры из ОаА$ и 
0а|.։А1։А5 при значениях х<04. Однако даже для данной пары раз­
ность между ДП увеличивается с ростом х, достигая при х = I значения, 
составляющего почти 24% ДП СаА։ [17]

Влияние диэлектрической неоднородности на энергию связи НЗ 
в размерно квантованных пленках исследовано в [18-21], а в квантовых 
проволоках - в [15,22-24] Полученные результаты свидетельствуют, что с 
уменьшением как размерности, так и характерных размеров системы 
пренебрежение диэлектрической неоднородностью системы приводит к 
значительным ошибкам.

В данной работе в рамках метода эффективной массы рассмотре­
ны электронные и примесные донорные состояния в полупроводнико­
вой сфере, покрытой сферическим слоем из другого полупроводника и 
помешенной в диэлектрическую среду (или вакуум), с учетом различия 
как эффективной массы НЗ в сфере и в покрытии, так и диэлектричес­
ких постоянных сферы, покрытия и окружающей среды. С помощью 
точного решения уравнения Шредингера найдены уровни энергии и 
волновые функции электрона в поле водородоподобной примеси, по­
мещенной в центре квантовой точки.

2. Спектр энергии и состояния электрона в сфере с покрытием

Рассмотрим состояния электрона в сферически симметричной 
потенциальной яме

О, г < Л,,

Р(г)= Ио- ^^гШ2,
<», г > К2 .

Эффективная масса электрона принимает различные значения в 
сфере и в области покрытия:

т(г) =
«1.

«2-

г < R), 

Я, <г < Ег.
(2)

Вследствие сферической симметрии КТ решения уравнения 
Шредингера можно представить в виде произведения сферической 
функции \1т(0.<р) и радиальной функции gՈ|(r), которая удовлетворяет 
уравнению

^г2 Г </г 1 г֊ Гп1 (3)
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Удобно перейти к безразмерным величинам, используя эффек­
тивный боровский радиус ап = *гХ\1т\^ и эффективную ридберговскую 
энергию Е„ = т}е*/2Ь:Х\ ■

I. В области сферы (0^г<Я։) для радиальной функции получаем

(4)

где

Решение (4), удовлетворяющее условию конечности в центре сферы 
г = 0, имеет вид

«|М = С|Х'1'Ч^(<к), (6)

где С, - постоянная нормировки, },,у2 - функция Бесселя первого 
рода.

2. В области покрытия (Я, $г$Я2) для радиальной функции по­
лучим

где

^^2 Л^ £2=0,

р1 - т1 ^о ~ ^ 

”|

(7)

(8)

На границе покрытия с окружающей средой (г = Я2) потенциал 
бесконечен, поэтому решение (7) на границе должно обращаться в нуль. 
Удовлетворяющее этому условию решение уравнения (7) имеет вид

Я2(х) = С2х-։'2 /^2(Д)-
^♦172(^2)

^уз(^) (9)

где С2 - постоянная нормировки, а //+|/2 и Киц2 - модифицированные 
сферические функции Бесселя, соответственно, первого и третьего рода, 
порядка / + 1/2.

Уровни энергии электрона определяются из условия непрерыв­
ности логарифмической производной волновой функции при г = Яг Для 
состояний с / = 0 (з-состояния) оно имеет следующий вид:

т1 Р 7|/2(а>|) _ Л/з(^сз)^1/з(А|) ~ ^|/з(^2)Л/з(/^|)

т1 а -Ьп^О /|/2(А2)^։/г(А|)+^|/з(^з)6/з(^|)

В случае отсутствия покрытия (Я,=Я2) из (10) следует, что
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У|;2(аХ|) = О, откуда получаем спектр энергии электрона в сферической 

яме [25].

3. Потенциал примесного центра

Рассмотрим КТ, состоящую из полупроводниковой сферы радиу­
са Я։ с диэлектрической постоянной /, и покрытия с радиусом Я2 и 
диэлектрической постоянной /;, в среде с диэлектрической постоян­

ной г3.
Решая уравнение Пуассона в области сферы, покрытия и окружа­

ющей среды, и воспользовавшись граничными условиями на поверхнос­
ти “сфера-покрытие” (г = *։) и “покрытие - окружающая среда" 
(г = Я2). получим выражение для потенциальной энергии электрона в 
поле находящейся в центре КТ примеси в диэлектрически неоднород­
ной системе:

^(г) =

----- +--------
XI' /1*1 I /2? /2*2 I ХУ)

г < Л|,

Я) ^г <Я2, (П)

г > Я2

При /| =/з = / из (II) следует выражение для потенциальной 
энергии электрона в поле кулоновского центра в диэлектрически одно­
родной среде: и(г) = -е2/х\г. Слагаемые, пропорциональные (1֊г,//2) 

и 0“/г 1хЛ учитывают различие ДП покрывающего слоя и окру­

жающей среды. Следует заметить, что наибольшее изменение и(г) пре­
терпевает при ху = ■• т.е. когда КТ находится в вакууме.

4. Примесные состояния в КТ

Рассмотрим состояния электрона в потенциальной яме, представ­
ляющей собой наложение потенциальных энергий (1) и (11) (рис.1).

1. В области сферы (г<Я,) для радиальной части волновой 
функции электрона с учетом (I) и (II) получаем.

(12)

где

(13)
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Рис.1 Зависимость потенциальной энергии электрона от 
расстояния в квантовой точке: 1 - квантовая точка 
находится в Л1А5. 2 - квантовая точка находится в вакууме 
(пунктиром показана потенциальная энергия в отсутствие 
примесного центра).

В рассматриваемой системе возможны связанные состояния как с отри­
цательной, так и с положительной энергиями, поэтому рассмотрим два 
случая.

1а. Отрицательные энергии: Е,<0. Обозначим через 
а? =-Е՝/Ея >0 и введем функцию И'(г) = г/(г) (г = 2а, г/а„), для кото­

рой получаем уравнение

а^ И 1 /(/ + 1)

А2 ֊ 4 а}г г2 (14)

решениями которого являются функции Уиттекера [26]. Удовлетво­
ряющее условию конечности в точке г =0 (г = 0) решение имеет вид

/, (х) = В, е'г'2 х-ДI + / - -р2/ + 2; г (15)

где Е(а,Ь,1) - вырожденная гипергеометрическая функция [26].
16. Положительные энергии: Е, >0. Обозначим через 

а2=Е1/Ен>0 и введем функцию W(p) = pf(p) (р = а^х = а} г/аи), для 

которой получаем уравнение

dp2 _ а,р р2
(16)

два линейно независимых решения которого выражаются через волно­
вые функции Кулона ^(-Х/а^р) и С^-Х/а^р) [27]. Ввиду сингулярнос­
ти С^-Х/а^р) в точке р = 0 (г=0), конечное в сфере решение (12) вы -
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ражается через функцию М-1/а։ .р)

(17)/|(Р) =

2. В области покрытия (Я, £ г < Я2) для радиальной волновой
функции получаем уравнение

(18)

где

г аг 1 Л Х1г) г՜

Е2 = Е + ——( —
2 /2*2 ) (19)

2а. Отрицательные энергии: Е2 <0. (18) можно привести к 
уравнению Уиттекера (14) с заменой а,՜1 на А, =(/я։/|//я1/2)Д11 где 

РУ =т2\Е2\/т^Ек. Решение (18). удовлетворяющее условию 
/2 (г = Я2) = 0, и мсет вид:

/2 (х) = В.е^ Щух)1 [£(/ +1 - Л, ,2/ + 2;2Д х)-

Г(/ + 1-Л|,2/ + 2;2Д,х2) 
и(/ + 1-Л։ ,2/+2;2Дх2)

(20)
(/(/ + 1-А|,2/ + 2ЭДх)

где и(а,Ь;1) - второе решение уравнения для вырожденной гипергеомет­
рической функции [26].

26. Положительные энергии: Е2>0 В этом случае (18) при­
водится к уравнению для волновых функций Кулона с заменой а,՜1 на 
Л\ ='ЩХгРх Iт1Х\< где р* =т2Е2]т}Ек. Удовлетворяющее условию 

/2(г = Я2) = 0 решение (18) имеет вид:

(21)

где О/(-1/Л,Дх) - иррегулярная волновая функция Кулона [27]. Уровни 

энергии примесных состояний определяются из условия непрерывности 
логарифмической производной на границе сферы и покрытия: г = Я,

5. Обсуждение результатов

Численные расчеты проведены для КТ, состоящей из сферы 
ОаАх, покрытого слоем из Оа^А^Ах, находящейся в диэлектрической
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среде А1А։ или в вакууме Были использованы следующие значе­
ния параметров (17): «,= 0.067™,. т2 = (0 067 + 0 О83х>по. ^=13.18. 

/? = 13.18 3.12х, /, =10 06 или 1, при изменении концентрации спла­
ва в пределах 05x50.4, «0 - масса свободного электрона, 
Ио = 1.247x2, (эВ). 2, = 0 6 - доля разрыва потенциальной энергии, при­
ходящаяся на зону проводимости, Ея = 5.2 мэВ, ая = 104 А.

Исследование зависимости энергетических уровней Еп0 от кон­
центрации сплава х показывает, что для значений х2х( =0 0571 уро­
вень £։о "входит’' в яму и с ростом х “поднимается” из-за роста высо­
ты барьера С увеличением х этот рост замедляется ввиду того, что в 
области покрытия т2>т1 При х 20.2830 в яму “входит” уровень £20, 
который с ростом х растет быстрее, чем £|0. В рассматриваемой облас­
ти 0 5х$04 уровни £м и £40 находятся вне ямы

Согласно (15], в случае КП с покрытием при той же толщине 
проволоки и покрывающего слоя (Л, =О.75ай, Я2=|.5ов) первый уро­
вень “входит" в яму при меньшем, чем х,. значении. Этот факт 
указывает на усиление роли размерного квантования в случае шара, 
поскольку первый уровень в сферической яме появляется при большей, 
чем в проволоке, глубине ямы.

Рис 2. Зависимость энергии основного состояния электрона от радиуса 
сферы Л) при различных значениях радиуса покрытия а) Я2 = 0.7ов, 
б) Я2 =Яд Пунктирная кривая соответствует модельному расчету при 
И| =т2.

На рис.2 представлена зависимость энергии основного состояния 
электрона от радиуса шара Л, в КТ при отсутствии примесного центра 
для различных фиксированных значений радиуса покрывающего слоя и 
концентрации х А1.

При Я| =0 уровень £10 совпадает с энергией основного состоя­
ния в сфере из Оа։_хА1хА8 с радиусом Л։ = 0.7ая. С увеличением радиу­
са сферы уровень энергии опускается все ниже и при Л։ = Л2 совпадает 
с основным уровнем в сфере из ОаАз с непроницаемыми стенками 
£, =20.14£и а 104 74мэВ. При стремлении Л, к Л2 уровни энергии про-
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ходят через минимум, что является результатом конкуренции двух фак­
торов: увеличения ширины квантовой ямы из СаАх, приводящего к по­
нижению уровней, и увеличения массы в области покрытия (барьера), 
приводяшего к их повышению Модельный расчет в предположении 
т, = т2 обнаруживает отсутствие немонотонных участков на кривых 
ММ

С увеличением радиуса покрытия Л, уровни энергии понижают­
ся. т.к. вследствие туннелирования в область барьера увеличивается об­
ласть локализации электрона При Я3 = I 3«й значение £(0(я,) практи­
чески совпадает с асимптотическим значением £1С(я3 ->®}

0.0 0.2 0 4 0 В 0.8 1 0 0.0 0S 10 1,5 2 0
Я/а, Я/“.

Рис.З Зависимость основного уровня энергии электрона от радиуса сфе­
ры Я, : а) окружающая среда - AlAs, b) окружающая среда - вакуум 
(левый рис.. Я, = ав, правый рис.: R2 = 2ан).

На рис.З представлена зависимость энергии основного состояния 
электрона в поле примеси от радиуса сферы Я, при двух значениях 
радиуса покрытия Я, в случае, когда окружающая КТ среда - А1Аз 
(кривая а) и вакуум (кривая Ь).

При Я, =0 примесный центр находится в сфере из Оа։_жА1։Аз 
радиуса Я2=в#, при этом энергия основного состояния уменьшается 
приблизительно в 2,25 раза при замене окружения А1Аз на вакуум Этот 
факт четко указывает на усиление кулоновского взаимодействия 
электрона с примесным центром, что осуществляется в основном через 
вакуум. При значении Я3=2ая (рис.З, правый) энергия основного 
состояния (при Я, =0) уменьшается почти 1.4 раза при замене Л1Аз на 
вакуум. Это указывает на ослабление роли кулоновского взаимодействия 
с увеличением радиуса покрытия Я3. С уменьшением концентрации х 
уменьшаются и высота барьера Ко, и диэлектрическая неоднородность 
КТ, что приводит к опусканию основного примесного уровня с 
увеличением радиуса сферы Я, Такое поведение энергии основного 
состояния приводит к зависимости энергии связи примесного центра 
Еь от Я|, подтверждающей ослабление взаимодействия электрона с 
примесным центром при замене А1Аз на вакуум.
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Интересно сравнить роль диэлектрической неоднородности в 
случае КП |15) и КТ Согласно оценкам, при равных значениях радиусов 
проволоки и сферы Я, =0.5аа (радиус покрытия Я,=аа), отношение 
энергий связи в проволоке и в сфере Е',п /Е^“п ^0.532 для х = 0.3 и 

/,=10 06 (А1Ав), и £Л’"/E^'" = 0.495 для х=0 3 и /3 = I (вакуум), что 
свидетельствует об усилении влияния различия ДП с уменьшением раз­
мерности наноструктуры.

Рис.4 Зависимость энергии основного уровня электрона от 
радиуса сферы Я, при отсутствии покрытия: а) окружающая 
среда - А1Ав, Ь) окружающая среда - вакуум.

На рис 4 представлена зависимость энергии основного состояния 
электрона в КТ ОаАв без покрытия (яг = Я,) от радиуса Я։, когда окру­

жающая среда - СаАв (а) и вакуум (Ь). На кривой а при Я, < а„ Е^ 
возрастает с уменьшением Я! ввиду наличия бесконечно высокого огра­
ничивающего потенциала на границе шара. При Я( -*® £10 стремится 
к своему асимптотическому значению £)О(«)»-ЕЯ. Кривая Ь, соот­
ветствующая вакууму, имеет ярко выраженный минимум в области 
Я|т1П = 0 75п„ и затем стремительно возрастает с уменьшением Я,, что 
обусловлено усилением роли размерного квантования При увеличении 
Я, Е։о(Я։) монотонно возрастает, стремясь к значению Е|0(») = -ЕЛ 

при Я, -»® (сфера из СаАв в вакууме).
Работа выполнена при поддержке грантов 1ЫТА5 99-0092 8, 1МТА5 

2001-175 и ANSEF Р5 24-01.
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ԷԼԵԿՏՐՈՆԱՅԻՆ ԵՎ ԽԱՌՆՈՒՐԴԱՅԻՆ ՎԻՃԱԿՆԵՐԸ 
ԾԱԾԿՈՒՅԹՈՎ ԳՆԴԱՅԻՆ ՔՎԱՆՏԱՅԻՆ ԿԵՏՈՒՄ

Ա Խ ՍԱՆԱՍԵԼՅՍԱՆ, Ա Ա ԿԻՐԱԿՈՍՅԱՆ

Արդյունարար զանգվածի մերողի շրջանակներում հետազոտված են էլեկտրոնային 
վիճակները ծածկույթով կիսահաղորդչային գնդից կազմված գնդային քվանտային կետում, 
գնդում և ծածկույթում լիցքակրի արդյունարար զանգվածի տարբերության հաշվաոմամբ, 
ինչպես ջրածնանման խառնուրդի բացակայության, այնպես էլ քվանտային կետի կենտրո­
նում նրա աոկայության դեպքում: Դիտարկված է գնդի, ծածկույթի և շրջապատոդ միջա­
վայրի դիէխկտրական հաստատումների տարբերության ազդեցությունը խառնուրդային վի­
ճակների վրա Թվային գնահատումները կատարված են GaAs - Ga|_x Alx As - AlAs (կամ 
վակուում) համակարգի համար գնդի, ծածկույթի շառավիղների և x համած ոզվածքային 
կոնցենտրացիայի տարբեր արժեքների դեպքում

ELECTRONIC AND IMPURITY STATES
IN A SPHERICAL QUANTUM DOT WITH COATING

A KH MANASELYAN. A.A KIRAKOSYAN

Within the framework of the effective mass method the electronic states in a spherical 
quantum dot consisting of a semiconductor sphere with coating are investigated, taking into 
account the difference of effective mass of charge carriers in the sphere and coating both in 
the absence and presence of a hydrogen-like impurity at the center of the quantum dot. The 
effect of dielectric constant mismatch between the sphere, coating and surrounding medium 
on impurity states is considered. The numerical estimations are carried out for the system 
GaAs- Gat_xAlx As-AlAs (or vacuum) for different values of radii of the sphere, coating 
and alloy concentration x.
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