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Рассмотрена дискретизированная версия А-векторной модели, обла
дающая кубической симметрией на решетке Бете. Получена система ре
куррентных соотношений, посредством которой вычисляются термоди
намические характеристики модели. Для ферромагнитного случая полу
чена линия фазовых переходов ферро-пара.

1. Введение

Как известно, наиболее адекватное микроскопическое описание 
магнитных свойств вещества осуществляется посредством решеточных 
моделей, основанных на гамильтониане Гейзенберга [1]

н=՝/^;^)> (О

где 5( обозначает оператор спина, находящегося в /-ом узле (для 5 = 1/2 
5 = (стх, сг^а.), где сго - матрицы Паули). Сумма в простейшем случае 
распространяется только на пары ближайших соседей. Несмотря на зна
чительные достижения последних лет в области точно решаемых моде
лей в статмеханике (см., например, [2]), решение целого ряда реалисти
ческих задач теории магнетизма с использованием (1) натыкается на 
серьезные математические затруднения. В связи с этим возникает необ
ходимость в том или ином приближении модельного гамильтониана 
Гейзенберга. Одним из таких приближений является так называемая 
О(3)-модель, или классическая модель Гейзенберга, сущность которой 
заключается в формальной замене операторов ^ в (1) на классические 
трехмерные векторы единичной длины. Можно рассмотреть естествен
ное обобщение данной системы, считая спиновую переменную не трех
мерным, а А-мерным вектором с длиной равной 1 [3]. Такую модель на
зывают А-векторной или О(А)-моделью, поскольку группой симметрии в
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этом случае является ортогональная группа в Смерим.
Среди моделей с N компонентными спиновыми переменными не

маловажную роль играют такие, в которых непрерывные переменные 
редуцируются к дискретным. Так, в начале 70-х годов было показано [4], 
что модели, обладающие кубической симметрией, могут быть успешно 
использованы для описания критического поведения некоторых сое
динений редкоземельных элементов, в частности, антимонида гольмия 
HoSb.

Рассмотрим решетку, в каждом узле которой находится ^мерный 
вектор s, число возможных ориентаций которого ограничено поло
жениями, ортогональными граням ^мерного гиперкуба:

s € {(± 1,0,...0),(0>±1,...0),...(0,...0,±1)}, (2)

всего 2^ ориентаций. Аналогом гамильтониана (1) для такой системы 
будет

н = 7 Esi s> = > О)

где сг, = ±1, а, = 1,...,А, a 8aai - символ Кронекера. Данную модель, 
обладающую кубической симметрией, принято называть ЕСн-моделыо 
(Face Cubic) [4,5].

В настоящей работе исследуется FCN-модель с ферромагнитным 
взаимодействием (J<0) на решетке Бете [6]. Техника расчетов с использо
ванием решеток типа Бете (рекуррентных решеток) является одним из 
приближенных методов в статмеханике, в основу которого положено не 
упрощение характера или интенсивности взаимодействия между элемен
тами системы, а изменение топологии самой решетки. При надлежащем 
учете граничных условий расчеты, выполненные на подобных решетках, 
являются неплохим приближением для стандартных решеток. Эффек
тивность данного подхода была продемонстрирована для целого ряда 
систем [7-21].

2. Решетка

Рассмотрим следующее построение: выберем некоторую цент
ральную точку О, затем соединим ее ребрами с еще g точками. Данную 
совокупность q точек назовем первой оболочкой. Вторая оболочка 
строится повторением вышеописанной процедуры для каждой из точек 
первой оболочки: каждая из q точек последней соединяется ребрами с q- 
1 новыми точками.

Построенная таким образом вторая оболочка состоит из <7(7-1) 
точек. Таким образом, продолжая построение некоторое число шагов п, 
мы получим некий связный граф, который не содержит замкнутых 
петель, с координационным числом q и полным числом узлов
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(4)

Рис.1 Дерево Кейли с координационным числом д = 3. 
Показаны первые три оболочки.

Граф, построенный подобным образом, принято называть деревом Кэй
ди. Отличительной особенностью моделей, рассматриваемых на дереве 
Кэйли, является невозможность пренебрежения граничными эффекта
ми. Как легко видеть, все точки графа, которые принадлежат первым 
п-1 оболочкам, совершенно эквивалентны, поскольку имеют по 7 бли
жайших соседей каждая, точки же последней л-ой оболочки имеют 
лишь по одному соседу. Более того, отношение числа граничных точек 
к полному числу точек графа не стремится к нулю при «-><»:

Нт
Л—>00

^-1 
д^-О"՜1

Пт л—>«
?(?-1)՞՜' -2 

(9-2)9 (9-1)"՜'
1 

9-2
(5)

Решеткой Бете называется объект, тесно связанный с деревом Кэйли, 
но, в отличие от него, лишенный последнего недостатка. При вычисле
ниях на решетке Бете за основу берется дерево Кэйли, но при написа
нии статсуммы уклад граничных узлов просто не учитывается и, таким 
образом, все узлы рассматриваются как идентичные. Эта ситуация ана
логична тому, как если бы мы находились глубоко внутри дерева Кэйли, 
вдали от граничных точек, так чтобы их влияние на термодинамические 
свойства было пренебрежительно малым. Таким образом, можно ска
зать, что решетка Бете представляет из себя “внутренность” дерева 
Кэйли.

3. Рекуррентные соотношения

Рассмотрим РСм-модель, описываемую гамильтонианом (3) на
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решетке Бете во внешнем магнитном поле:

֊^Н = У^о-/сг/О/ + ЛУ 07^,1 • (6)

Здесь предполагается, что поле направлено параллельно одной из осей 
^мерной декартовой системы координат.

Статсумма для модели, описываемой гамильтонианом (6) на гра
фе, изображенном на рис.1, можно представить в виде

2= + ^стА։ ■ (7)

Первое суммирование в экспоненте выполняется по всем ребрам графа, 
а второе - по всем узлам. На рис.1 видно, что если разрезать граф в точ
ке О, то он распадется на д совершенно идентичных ветвей (подграфов). 
Если в (7) сначала осуществить суммирование по всем спиновым кон
фигурациям на каждом из этих подграфов, а затем просуммировать по 
состояниям центрального спина, то выражение (7) примет вид

2= Хехр{Лст05ао1}г’(о-0,а0) . (8)
(оо«<|)

Здесь ^л(<т0,а0) обозначает частичную статсумму, посчитанную для од
ной ветки; индекс п отражает тот факт, что исходный граф состоит из л 
оболочек, ад- координационное число.

Если мы повторим вышеописанную процедуру для одного из 
подграфов, то он в свою очередь распадется на д-1 подграфов, каждый 
из которых состоит из л-1 оболочек. Выписав соотношения, аналогич
ные (8), можно получить рекуррентные соотношения, связывающие gn 
и £„-| :

5л(о‘>«)= ХехррстстАа'+^Чн ЬГ1ЧСТ'>*')- (9)

Легко заметить, что для данного подграфа 8п(сг,а)= 8п{р',а'\ если а * 1. 
Таким образом, (9) представляет из себя систему из 3-х рекуррентных 
соотношений

^„ (+,1) = е7+" 8^ (+.1)+ е-'֊А 8'^ (-.1)+ 2 (^ -1) 8^ (а,а * 1), 

^„ (-,1) = е՜7^ 8^ (+,1)+ е-1-" 8^ (֊,1)+ 2 (^ ֊ 1) 8^ ^^ ^ 1), (10)

гл(<т,а^1) = ей ^(+,1)+е֊А ^(֊ОН^+е՜7 +2^֊2))<^(а,а^1).

Введя новые переменные

(Н)
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число рекуррентных соотношений можно сократить до двух: 
Хп ~ /^Хп-^Уп-^* ,

\уп-/^упЛ ( }

где

' " рх4՜' +<'у4՜' +2+2՜1 +2(N-2) ~0&у)'

2 рх4՜1+р՜'у4՜'+г+г՜'+2^-2) . в^у)

и введены обозначения /л = ет, х = ег.
Аналогичным способом можно получить выражение для намаг

ниченности центрального узла, точнее, ее проекцию на направление 
внешнего поля

- ■ 04)' ։/ ' ^хч + ^-' уЧ +2(ы -\)

4. Линия фазовых переходов ферро-пара для У > О

Рассмотрим случай ферромагнитной связи между спинами У > 0. 
Как известно [22], в этом случае линия фазовых переходов ферро-пара 
определяется из условия равенства единице максимального собственно
го значения матрицы якобиана двумерного отображения (13) в пара
магнитной неподвижной точке, то есть при таких значениях х* и у’, 
х’=/1(х*,у‘), у" =/2(х',у՛), что т = 0 при Л = 0(^ = 1). В нашем случае 
эти условия имеют вид

yQ = Pշ.
^еХА =8р4-1,

(15)

где А есть матрица якобиана двумерного отображения (13), посчитанная 
в парамагнитной неподвижной точке:

А^-\)х^( х-х, г֊'-х\ (16)
Q (х -х, 2-Х ?

Условия (15) сводятся к следующей системе алгебраических уравнений: 

2хч -(г + г’^х’՜1 +(* + *-' +2(У-2))х-2(У֊2) = 0, 

(7 -1)2 (2 - 2՜’ )(2 + х՜' - 2х)х2^ = 2Q{q - 1)(2 - х)х’՜2 - 02.

Здесь х обозначает неподвижную точку отображенния (13), а перемен-
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ная у пропала вследствие того, что, как легко видеть из (14), из условия 
т = 0 при Л = 0 следует х = у. Из первого уравнения системы (17) следу
ет, что х = 1 является неподвижной точкой. Подставляя это решение во 
второе уравнение системы (17) и полагая для простоты </ = 3, получим 
следующее уравнение 4-ой степени относительно г:

z4 -4^z3 + 2(2А2 -3)z2 + 4^+2)z-3 = 0. (18)

Решения этого уравнения и определяют искомые линии фазовых 
переходов. Однако, из 4-х решений

Zj = А+1-^А(А + 2), z2 = Л^ + 1 ч->/^(^ + 2), 

z3 = ^-l-A/(^֊2)2 +2//, z4 =^-l + 7(^-2)2+2^
(19)

линии фазовых переходов ферро-пара будет соответствовать то, которое 
при ^=l переходит в известный результат для модели Изинга на решетке 
Бете [2] г = 7з. Этим свойством обладает толкько г4. Таким образом, 
линия фазовых переходов ферро-пара для ЕСы-модели на решетке Бете с 
координационным числом 3 в плоскости (7,7) задается соотношением

J = Iog(^ ֊ 1 + j(N-2)2+2N) T = K(N)T. (20)
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