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Рассмотрено квантовомеханическое движение электрона в поле 
произвольного центрально-симметричного потенциала. Показано, что 
задача нахождения парциальных волн для волновой функции электрона, 
рассеивающегося на потенциале, может быть сведена к решению ра­
диального дифференциального уравнения Шредингера с начальными ус­
ловиями. Для связанных электронных состояний найдено уравнение, 
определяющее их энергетический спектр. Показано, что если спектр 
связанных состояний известен, то задача нахождения волновой функции 
связанных состояний также сводится к задаче решения уравнения Шре­
дингера с заданными начальными условиями. Проведено также обобше- 
ние предложенного подхода для движения электрона в поле произволь­
ного потенциала с цилиндрической симметрией.

1. Введение

Задачи одноканального рассеяния электрона и нахождения 
спектра связанных состояний для локальных потенциалов произвольно­
го вида являются одними из центральных задач квантовой механика [I]. 
Как известно, особо важны эти задачи в атомной физике и в физике 
атомного ядра [1-3]. Однако в последнее время наблюдается повышен­
ный интерес к задачам данного класса в физике твердого тела. Это свя­
зано с возросшими возможностями натотехнологии по созданию систем 
со всевозможными встроенными потенциалами, связанными с характе­
ром модуляции краев валентной зоны и зоны проводимости в объеме 
структуры. Последнее достигается путем композиции двух или несколь­
ких структурных элементов, или же неоднородной степенью легирова­
ния одного элемента внутри его объема [4-8].

В настоящее время в связи с задачами прикладного плана, а так­
же причинами фундаментального характера возникла необходимость 
изучения физических явлений в плоских (квазидвумерных) [9,10]. ци­
линдрических (квазиодномерных) [11-13] и сферических (квазинульмер-
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пых) [14,15] квантовых ямах, связанных с поведением квазичастиц и их 
взаимодействием. В отличие от потенциалов, рассматриваемых в ядер- 
ной физике, которые имеют заранее заданный вид, современные техно­
логии выращивания полупроводниковых наноструктур, благодаря широ­
кой вариации параметров композиционных материалов структуры, сде- 
лали возможным создание искусственных потенциалов с наперед задан­
ными структурными характеристиками [16].

В связи с вышесказанным представляет интерес рассмотрение 
движения квантовой частицы в поле одномерного потенциала произ­
вольного вида, а также в произвольных потенциальных полях, облада­
ющих цилиндрической и сферической симметриями. Задача одномерно­
го движения электрона в общем виде рассмотрена в работах [17,18], где 
показано, что задача нахождения волновых функций как финитного, так 
и инфинитного стационарных движений, а также спектра связанных 
состояний может быть сформулирована как задача Коши для од­
номерного уравнения Шредингера. В данной работе мы развиваем под­
ход, аналогичный подходу, развитому в [17,18], для рассмотрения дви­
жения электрона в произвольном поле, обладающем центральной сим­
метрией.

Кроме стандартного метода, изложенного в учебниках по кванто­
вой механике для рассмотрения движения электрона в поле центрально- 
симметричного потенциала, заслуживает внимания метод фазовых 
функций, предложенный примерно 35 лет тому назад [19,20]. В этом ме­
тоде предлагается вместо решения уравнения Шредингера для пар­
циальной волновой функции рассматривать уравнение для фазовой 
функции, которое является нелинейным уравнением типа Риккатти. 
Важным положительным элементом данного подхода, основанным на 
методе инвариантного погружения, впервые предложенном В.А.Амбар- 
цумяном [21], является сведение граничной задачи для уравнения Шре­
дингера к задаче Коши для фазового уравнения. Вместе с тем, основ­
ным недостатком этого подхода по сравнению со стандартным методом 
является то, что рассматриваемые в нем уравнения являются нелиней­
ными. Последнее обстоятельство затрудняет решение задачи и лишает 
возможности использования известных теорем и методов теории линей­
ных дифференциальных уравнений.

Цель данной работы - показать, что может быть предложен но­
вый подход ֊ метод комплексной амплитуды рассеяния, который позво­
ляет, как и метод фазовых функций, свести рассматриваемую задачу к 
задаче Коши, однако предлагаемые здесь уравнения являются линейны­
ми. Как мы покажем ниже, квантовомеханическая задача движения час­
тицы в произвольном центрально-симметричном поле может быть све­
дена к задаче интегрирования двух линейных дифференциальных урав­
нений первого порядка с заданными начальными условиями.
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2. Уравнения для действительной и мнимой частей амплитуды рассеяния

Как известно, волновая функция частицы уДг,/) = 
= (у(г)ехр{֊(//Л)£/}> совершающей стационарное движение в поле цен­
трально-симметричного потенциала м(г) = м(г), может быть представлена 
как суперпозиция парциальных волн:

^(г,^,^) = У —Х/т(^^). (1)
г

где У,„(6*,^) есть известные сферические функции, а функция и^г) 
удовлетворяет следующему уравнению:

Л/(г) Г.2 ^‘Э
2 т «д^о, (2)

где к2=2т/1гЕ и У(г) = 2т/кги(г). При И(г) = 0 двумя линейно незави­
симыми решениями уравнения (2) являются функции Л,*11 И И^, выра­
жающиеся через функции Ганкеля полуцелого порядка следующим об­
разом:

*/(1)« = ^'^2 «. */(2) (х) = ^"^2^ - (3)

где х = кг. Эти функции могут быть представлены также в виде линей­
ной комбинации функций Риккатти - Бесселя: И/(,)(х) = )1(х) + 1п/(х) и 
к\՝} (х)-]1(х)-1п1(х). где ^(х) и иДх) связаны с функциями Бесселя и 
Неймана полуцелого порядка:

1^։г^ ՝ П^Х^ = ^^^/+1/2М ■ 0)

При И(г)*0 действительное решение уравнения (2) будем искать 
в виде

«Дг) = Пг^Дг)^0^) + Д (г)^2\кх)\, (5)

где А,(г) ֊ комплексная амплитуда рассеяния. Выражая в (5) ^(кг). 
И^\кг) через ^(кг), п^кг), для и^г) получим следующее выражение:

«/ О') = "/ (г)Л (кг) - Ь, (г)п, (кг), (6)

где введены обозначения

аДг) = КеЯДг), Ь,(г) = 1т А, (г), (7)

которые являются действительной и мнимой частями комплексной 
амплитуды рассеяния А/(г).

Продифференцируем выражение (6) по г и потребуем выполне­
ния условия
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dal (г) db| (г)
--------  = П1 --------dr dr (8)

Тогда

^.^у^-ь,^^. (9)
dr dr dr

Из (8)-(9) для определения функций а,(г) и Ь^г) получим сле­
дующую систему линейных дифференциальных уравнений первого по­
рядка:

^'^ = ֊ [0/^;/(^-Ь^п^кг)],
А к (10)

dr к

Из уравнений (10) видно, что в областях со значением потенциа­
ла И(г) = 0 функции а,(г) и Ь^г) принимают постоянные значения. В 
рамках изложенного подхода, вместо решения уравнения Шредингера 
предлагается решить систему уравнений (10).

В работах [19,20] предлагается вместо функций а, (г) и Ъ^г), ко­
торые, как было отмечено, являются действительной и мнимой частями 
комплексной амплитуды рассеяния, определять амплитуду и фазу этой 
функции: Л/(г) =|Л/(г)|ехр{/5/(г)}. Однако уравнения, которым удовлет­
воряют функции 3,(г) и р/(г)|, удовлетворяют нелинейным уравнениям 
Риккатти. На наш взляд, такое предложение не конструктивно, так как 
знание функций а^г) и Ь^г), которые являются решениями линейных 
уравнений, непосредственно определяет как фазу, так и модуль комп­
лексной амплитуды рассеяния:

р/Сг^Т^ЛЙ+^ЛЙ՜! ^/(г) = Ь1(г)/а/(г) . (11)

С другой стороны, стандартный подход для определения комплексной 
амплитуды рассеяния опирается на решения уравнения Шредингера (2) 
для определения радиальной волновой функции и^г). Согласно (9) и 
(11), а/(г) и Ь^г) могут быть выражены через функции и,(г) и их про­
изводные следующим образом:

а1(г) = - “/(Г)— ----- ”/('')—— , (12)к dr dr

М^т "М—.----- //('')—;— • (Ь)Л dr dr

Тогда знание и,(г) определяет З^г) и р,(г)| согласно (12), (13).
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3. Метод погружения и начальные условия для функций а, (г), Ь^г), и, (г)

В работах [19,20] было показано, что амплитуда рассеяния А^г) 
как функция от г может быть интерпретирована как амплитуда рассея­
ния для последовательно обрезанных потенциалов (метод погружения):

И(г,/г)=Г(гда-г),0(х>0) = 1 и 0(х<О) = О. (14)

Соотношения (8), (9) обеспечивают непрерывность волновой 
функции во всех точках. Заметим, что функции а,(г) и Ь^г) при г>Я 
принимают постоянные значения а^г) и Ь^г). Согласно вышесказанно­
му, с учетом (7), а^г) и Ь^г} определяют фазу и амплитуду волновой 
функции для последовательности «обрезанных» потенциалов различного 
радиуса действия (14).

Из такой постановки задачи следует, что система уравнений (12), 
(13) должна решаться с некоторыми заданными в точке г = 0 
начальными условиями для функций а,(г) и Ь^г). Заметим, что условие 
Л = 0 соответствует полному отсутствию взаимодействия. Начальные 
условия для функции а,(г) и Ь^г) зависят от поведения У(г) на малых 
расстояниях. В связи с этим рассмотрим следующие два случая.

Первый случай: потенциал несингулярен или слабо сингулярен, 
т.е.

г21/(г)-->0 при г->0, (15)

для которого начальные условия задаются в некоторой точке г = г0 в 
виде

М''о) = 1 и М'о) = О> (16)

где /•(, должно быть выбрано согласно условию Г(г0)г02 « 1.
Второй случай: сильно сингулярный отталкивающий потенциал

г2И(г)->оо при г—>0, (17)

для которого начальные условия принимают вид

й/(г0) = 1 * Ь!^)^!^)/^)-^2^ (18)

где точка г = г0 должна быть выбрана согласно условию

го^М »21 + \. (19)

Как было отмечено выше, функции а^г) и Ь^г) связаны с вол­
новой функцией согласно формулам (12), (13). Данная связь позволяет 
сформулировать рассматриваемую задачу как задачу Коши непосредст­
венно для волнового уравнения (2). Будем искать решения уравнения (2) 
в виде

286



и1(г) = С1Н՝,(г) + 01Н^2) , (20)

где н\(г)и Н](г) являются его двумя линейно независимыми решения­
ми. удовлетворяющими начальным условиям

1/}(г0) = ]. М'^/сЬ-^О и Н?(го) = О , Ш?(г0)/& = \. (21)

Постоянные С, и О, я (20) для двух рассмотренных выше случаев 
(15), (17) должны быть выбраны следующим образом:

С, =^г0) , В, =$1(г0)/с1г при И(г0)г02«1, (22)

С, =-кп1'(г())лр(г^, О, =-кп^'(г0) при г^У(г0) »2/-^ 1 . (23)

Отметим, что знание функций Н՝(г) и Н[(г) для произвольного 
г определяет волновую функцию во всем пространстве (см. (20)). Так 
как н](г) и Н^г) определяются согласно задаче Коши (21) для волно­
вого уравнения (2), то, следовательно, задача нахождения волновой 
функции также сводится к задаче Коши для уравнения (2).

4. Волновая функция и спектр связанных состояний электрона в поле 
произвольного центрально-симметричного потенциала

(24)

В п.З мы рассмотрели задачу определения волновой функции 
электрона, совершающего инфинитное движение в поле произвольного 
центрально-симметричного потенциала. Рассмотрим теперь случай 
финитного движения. Пусть потенциал задан на конечном интервале 
0<г<В, вне которого (г > R) потенциал равен нулю. Если энергия 
электрона отрицательна, тогда он находится в связанном состоянии. 
Найдем волновые функции и энергетический спектр связанных состоя­
ний. Будем искать волновую функцию в следующем виде:

(Ь/и/Сг), г<В, 
[М/к^хг), г > R,

где / = ^|Л|. Условие непрерывности волновой функции и ее 
ных в точке г - R определяет спектр связанных состояний

«/(И (Л) ,------ =---------  И Мь / .
«/(Г) ^Х^ к,^)

Выбирая нормировочную константу Ь։ из условия нормировки, полу­
чим

производ-

^/'(Ю
^/(^)

-1/2

(26)

Предположим теперь, что внутри интервала Q<r<R между точ-
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ками г,, г2 потенциал задан в виде произвольной функции И(г), а в ин­
тервалах 0 < г < г, и г2 <г < R принимает постоянное отрицательное зна­
чение -^(^ >0). В этом случае волновая функция связанного состоя­
ния принимает вид

А2Н} (г)+ В2Н] (г), гу<г<г2, (27)
А-^(^’) + Вз»/^ г2<г< R.

А^к^хг\г>В,

где к = ^Ио -|£|, Функции Н՝(г), Н^г} являются решениями уравнения 
Шредингера с начальными условиями (21), заданными в точке г0=Г|. 
Условия непрерывности волновой функции и ее производной в точках 
Г], г2 и R дают нам систему из шести уравнений для коэффициентов 
функции ^(г) А},А2,А3,А4,В2,В2. Так как эта система однородна, то 
для ее разрешения необходимо потребовать равенства нулю ес де­
терминанта. Последнее условие приводит к следующему уравнению, оп­
ределяющему энергетический спектр связанных состояний:

и, (г и, (кг) \г = г2 _ к^^^^кг) \г = В
(28)

и/^п^кг) Н'2 к^хг^п^кг) \г = В '

где введены обозначения

«/('■) = ^кг^Н^ + ^кг^г^ [A,в\ = AdB/dx-BdA!dx. (29)

Неизвестные коэффициенты А2,А3,А4,В2,В3 связаны с коэффи­
циентом 4 согласно формулам

-42=7/ (^1 М|. В2= -^֊^ А} ։ А3=^ [и, (г), п։ (кг)]\г = г2,
аг к

Агв՝ =—Ми/(''2)-Л(^)] 
к

«/(г2),«/(^2)] 4
(30)

Неизвестная константа А՝ в (30) определяется из условия норми­
ровки волновой функции ф^г):

А\ = ■ р/2(Аг)//г + 

о

R
|иу2 (г№ + — ^ (кг)[и, {г2), п, (кг2 )]-

<■2

(31)
- Л/ (кг)[и1 (г,), у, (кг2)] )2</г + Тк1(Хг)\ &

Отметим, что в (30), (31) предполагается, что к соответствует 
энергиям связанных состояний (к = к„ = ^7)> которые определяются из 
уравнения (28).
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5. /движение электрона в произвольном потенциальном поле 
с цилиндрической симметрией

Подход для рассмотрения движения электрона в поле с цилин­
дрической симметрией во многом аналогичен подходу для случая цент­
рально-симметричного поля, который был изложен выше. Поэтому мы 
ограничимся только приведением окончательных результатов.

Как известно, если потенциал аксиальный, то в цилиндрической 
системе координат можно произвести разделение переменных в уравне­
нии Шредингера:

50 
у/(р,р,2) = ехр'Д.з} ^ит(р)ехр{мр), 

т=-т
(32)

где радиальная волновая функция удовлетворяет уравнению

d2 ՝ \ d 
dp2 р dp

2 2 I
— ~У{р) ит(р) = О.
Р՜ )

(33)

В (32) к2 есть энергия движения электрона в плоскости р,(р 
(Е-к2=к2, Е - полная энергия электрона).

При И(р) = О двумя линейно независимыми решениями уравне­
ния (33) являются функции Ганкеля Н^(кр) и Н%\кр), которые связа­
ны с действительными функциями Бесселя-Неймана Jm{kp) и М^кр) 
следующим образом:

Н^кр) = ^кр) + Шт(кр). H(m2>(kp) = Jm(kp)-i^n,(kp). (34)

В случае, когда ^(р) * 0, будем искать общее решение уравнения (33) в 
виде

ип, (р) = ֊ [ии {р)Н^ (кр) + 4 ЮН? (кр)] (35)

и назовем А^р) комплексной амплитудой рассеяния.
Используя (34), для (35) получим:

ит (р) = ат (р^т (кр) + Ьт (р)Ыт (кр), (36)

где ял<(р) = ИеЯт(р) и Ьт(р) = 1т А„,(р). Если потребовать, чтобы выпол­
нялось равенство

= + (37)
dp dp dp

то, аналогично случаю сферически-симметричного потенциала, ат(р) и 
Ьт(р) в произвольной точке р՛ будут равны действительной и мнимой 
части комплексной амплитуды рассеяния для обрезанного потенциала
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^(р. р") = У(р)О(р' - р).
Используя (33), (36), (37) для определения функций а,„(р). Ь„\р\ 

можно получить следующую систему линейных дифференциальных 
уравнений:

= -^рГ(р)Ыт (кр)(а„Ар^т (кр)֊Ьт (р)Нт (кр)), (38)
dp 2

^^ = - V Р>Ар)Ат (кр)(ат (р^т (кр) - Ь,„ (р)Ыт (кр)). (39)
dp 2

Для нахождения начальных условий для уравнений (38). (39) необходимо 
исследовать поведение решения вблизи точки р = 0. Из (36). (37) выра­
зим функции ат(р), Ьт(р) через ит(р), dUm(p)ldp следующим обра­
зом:

ат (р) = [ит (Р), ^m (кр)] и Ьп, (р) = [С/т (р), Jm (кр)]. (40)

Следуя работе [20], здесь мы приводим начальные условия для 
двух случаев.

Потенциал является несингулярным или слабо сингулярным:

р”У(р)<в(\1\П2 р), р->0 (41)

при р>0 для любого т или же при 0<р<2 при т>0. Интегрирова­
ние (38), (39) должно производиться начиная с точки р0 с условиями 
«т(Ро) = 1 и ^т(Ро) = 0’ где Ро определяется согласно неравенству 
1АРо]Ро<<]АКт(кро).1пАкро))2. Используя (40), для интегрирования 
уравнения Шредингера получим следующие начальные условия:

V пАРо) = АпАкРо) И dUm{pQ)/dp = d/„Akpй)dp . (42)

Потенциал является сильно сингулярным, когда он имеет вид 
(41) при 0< р <2 для и = 0 ив случае

К(р)р2->0, р^О, (43)

для любого т. В этом случае начальные условия для уравнений (38), (39) 
имеют вид ат(р0) = Б Ь^Ро^^кр^/У^кр^/^р^^^
где р0 определяется согласно неравенству ^(ри)ро » 
^АМпАкроУ^кро՝))2. Тогда начальные условия для интегрирования 
уравнения Шредингера примут вид

и„АР0)=
Фо^АРо)

и ^(Ро). 2
АР яРо^пАкрн)'

(44)

Будем искать решение уравнения Шредингера (33) в виде

^Т(Р) = СтН՝т(р) + ОиН2(р). (45)
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Тогда в (44) Н՝„(р) и Н'(р) могут быть рассмотрены как линей­
но независимые решения уравнения Шредингера, удовлетворяющие на- 
чальным условиям

ff'm(p0)^}, dH՝m(pQ)/dp = 0, H^p^Q, dH^(pn)/dp = l (46)

и
Cm=Um(p0), Dm=dUm(p0)/dp. (47)

Здесь ит(рь), dlJ„(р^)/dp определяются согласно (42) и (44).
Рассмотрим теперь задачу определения энергетического спектра 

и волновых функций электрона, когда потенциал задан внутри интерва­
ла 0 ' р< р՛ и вне которого он равен нулю. Если энергия электрона от­
рицательна, то волновая функция связанного состояния имеет вид

^„(Pl Р^Р՛,
МтКт(хр), р>р’,

(48)

где х = у]\Е\. Условие непрерывности волновой функции и ее производ­
ной в точке р = р՛ определяет энергетический спектр электрона и свя­
зывает константы Ьт и Мт :

и'т(р') К'МР') И м _iW), 
^^Р՛} Кп,(ХР՛) ит(Р՛)

(49)

Отметим также, что можно рассмотреть задачу определения элек- 
гронного спектра и волновых функций для неоднородной квантовой ни- 
ги с потенциалом, аналогичным потенциалу неоднородной квантовой 
гочки (см. (4)). Как показывает рассмотрение, получаемые при этом ре- 
ления, константы, входящие в волновую функцию, а также уравнение, 
определяющее энергетический спектр, имеют форму, аналогичнную 
формулам (24)-(27), соответственно, где )1(хг\ п^хг), к^хг) заменены 
за ./Д/г), ^/(х^ К^х?՝)-

В заключение отметим, что полученные результаты будут приме­
рны для исследования энергетического спектра и волновых функций 
электрона в низкоразмерных системах с заданным видом потенциала, 
реализованным экспериментально.
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ՑՐՄԱՆ ԿՈՄՊԼԵՔՍ ԱՄՊԼԻՏՈՒԴԻ ՄԵԹՈԴԸ 
ՔՎԱՆՏԱՅԻՆ ՄԵԽԱՆԻԿԱՅՈՒՄ

Դ.Մ. ՍԵԴՐԱԿՅԱՆ, Ա.Ժ ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

Դիտարկված է էլեկտրոնի շարժման նկարագրման խնդիրը կամայական կենտրոնա- 
համաչափ պոտենսիալային դաշտում: Ցույց է տրված, որ ափքային ֆունկցիայի պարցիալ 
ալիքների որոշման խնդիրը կարելի է բերել Կոշիի խնդրի ոադիալ Շրեդինգերի հավասար­
ման համար: Է|եկտրոնի կապված վիճակների հանար ստացված է նրանց էներգիական 
սպեկտրը որոշող հավասարում: Ցույց է տրված, որ եթե կապված վիճակների սպեկտրը 
հայտնի է, ապա կապված վիճակների ալիքային ֆունկցյաների որոշման խնդիրը նորից 
բերվում է Շրեդինգերի հավասարման լուծմանը տրված սկզբնական պայմանների համար: 
Կատարված է նաե առաջարկված մոտեցման ընդհանրացումը կամայական գլանահամա- 
չափ պոտենցիալային դաշտում էլեկտրոնի շարժման համար:

METHOD OF COMPLEX SCATTERING AMPLITUDE
IN QUANTUM MECHANICS

D.M. SEDRAK1AN, A.ZH. KHACHATRIAN

The problem of description of the electron motion in the field of an arbitrary central- 
symmetric potential is considered. It is shown that the problem of finding the partial waves 
of the wave function can be reduced to the Cauchy problem for the radial Schroedinger wave 
equation. The equation determining the energy spectrum for bound electron states is found. 
It is also shown that, if the spectrum of the bound states is known, the problem of 
determination of bound states is also reduced to the problem of solution of the Schroedinger 
equation with given initial conditions. Generalization of the approach for the electron motion 
in an arbitrary cylindrical-symmetric potential field is also performed.
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