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Рассмотрено излучение заряженного продольного осциллятора, 
равномерно движущегося по оси погруженного в однородную среду ди­
электрического цилиндра. Выведена формула для спектрально-углового 
распределения интенсивности этого излучения. При выполнении усло­
вия Черенкова для внешней среды эта формула состоит из двух слагае­
мых. Первое из них соответствует излучению с непрерывным спектром, 
которое распространяется под черенковским углом внешней среды. 
Второе же слагаемое описывает излучение, которое обладает дискретным 
спектром при фиксированных углах распространения. Соответствующие 
частоты являются кратными частоте колебаний осциллятора с учетом 
эффекта Доплера. Приведены результаты численных расчетов углового 
распределения числа излученных квантов и проводится сравнение с 
соответствующими величинами для излучения в однородной среде. 
Показано, что наличие цилиндра может существенно увеличить 
интенсивность излучения.

1. Введение

В работе [1] развита рекуррентная схема для построения функции 
Грина электромагнитного поля в неоднородной среде с произвольным 
числом соосных однородных цилиндрических слоев. Приложения полу­
ченных общих формул к конкретным задачам об излучении заряда, 
вращающегося внутри и вне диэлектрического волновода, погруженного 
в однородную среду, рассмотрены в [2-4]. В частности, было показано, 
что при определенных значениях параметров наличие цилиндра приво­
дит к тому, что в угловом распределении интенсивности излучения име­
ются сильно выраженные пики, в которых плотность числа квантов пре­
вышает соответствующую величину для излучения в вакууме на не­
сколько порядков. Ранее аналогичные результаты для сред со сферичес­
кой симметрией были получены в работах [5,6].

В данной работе на основе найденной в [1] функции Грина, ис­
следовано излучение продольного осциллятора, равномерно движущего-
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ся по оси диэлектрического иилиндра. Излучение заряженных осцилля­
торов в вакууме и в неоднородных средах рассматривалось в целом ряде 
работ (см., например, [7-13] и приведенные там ссылки) в связи со мно­
гими возможными приложениями (генерация излучения, детектирова­
ние частиц высоких энергий и т. д.). В частности, излучение осциллято­
ра в безграничной периодической среде исследовано в [7,8]. Частотно­
угловое распределение интенсивности излучения осциллятора, дви­
жущегося над границей раздела двух сред, рассмотрено в [9,11].

2. Поля осциллятора

Пусть точечный заряд у движется по оси диэлектрического ци­
линдра с проницаемостью £0 и радиусом р^. Вся эта система погружена 
в среду с диэлектрической проницаемостью г,. Мы рассмотрим случай, 
когда движение заряда является наложением равномерного перемеще­
ния со скоростью У0 и колебания с циклической частотой а0 и ампли­
тудой г0 :

г = у0/ + 20 БИ։ ю0/, х = у = 0, (1)

где декартова ось 2 совпадает с осью цилиндра.
В соответствующим образом выбранной цилиндрической системе 

координат (р,^,г) пространственная часть 4-мерного вектора плотности 
тока, создаваемого этим зарядом, запишется в виде

у, ֊^-у^(р)^(^(2-у01-г0з1пш0/)^/3, / = 1,2,3. (2)
Р

Соответствующее решение уравнений Максвелла для 4-вектора по­
тенциала выражается через функцию Грина (ФГ) электромагнитного 
поля (являющейся тензором второго ранга):

Л(М) =-----т Гс«(г,/,г',/')Д(г',О^г'Л', 1 = 1,р,ф,-. (3)

Вследствие цилиндрической симметрии рассматриваемой здесь задачи 
удобно представить ФГ в виде следующего Фурье-разложения:

С,! (г, /, г', Г) = ^к^соС,! (т, кг, а), р, р') ехр[/т(^ - 0') + /кг(г-г')~ ։ш(1 -/')]. (4)
/Л=-« „ос

Для диэлектрического цилиндра с проницаемостью £0, погру­
женного в однородную среду с проницаемостью £,, фигурирующий в (4) 
Фурье-образ ФГ, был найден в работе [1]. При р'< Р\ функция 
О,1(т,к2,со, р,р') зависит от р' через функцию Бесселя J т(_Хр'). Для 
краткости здесь и ниже мы пользуемся обозначением

^=֊^-к2г,ф = ^. (5)
С
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Вследствие наличия функции З(р') в выражении (2) для плотности 
тока, из (3) следует, что ненулевой вклад в векторный потенциал дает 
только слагаемое с т = 0. В результате поле не зависит от угла ф. 
Это является простым следствием азимутальной симметрии рассматри­
ваемой задачи. Таким образом, нам достаточно иметь выражения для 
G..(m = (}.к..ш, р,р' =Q) = G,:(k:,co,р). В лоренцевой калибровке эти выра­
жения непосредственно получаются из общих формул работы [1]:

G^(k.,a>,p) = (l-en^i^^o^p,) 
p^(J0,H0)^c(J0,H0)

■^(Лор< )H IUIP> )>
min

P< = (APi)> > max

G^(k.,cu,p) = 0, (6)

G..(k.,a),p) = я 
2iW(J.,H0)

W(J0, H^H^p) - W(Ha,H0 ШЛор), p<p\,

-----Ilo^p), p> Pl, 
Kpl

где Н^х՝)^//^(х) - функция Ханкеля первого рода. В этих формулах 
введены следующие обозначения:

dpi др՝

^ (J0,H0) = Jo (Лор, )fIi (Я, (Лор} )Н0 (Л, р}).

При определении Л՝ из (5) следует учесть, что при наличии мни­
мой части Е’(Ш) диэлектрической проницаемости, £՝=£{+։£’, а также 
при «2^, /с2 < к2, поле должно быть экспоненциально затухающим при 
больших р. Это приводит к следующему соотношению:

В частности, отсюда следует, что в приведенных выше формулах

Н(̂ р), л, >0,

H,„^p) = {-H^^\p), ^<0, (9)

2Km(\Лl\p)e-m'a,2/и, Л?<0.

Отметим, что при Л2>0 знак Л՝ можно определить также из 
принципа излучения (разные знаки а>! и Л}р в формулах для полей) 
при больших р. Подставив (2) и (4) в формулу (3), для компонент век­
торного потенциала находим

137



А^р,
л 00

/) = - — У \с/к. схр[Ц:к: 
яс ^

-соЛк.- ЮР. (к-.-«„(Ахт/„(Л;го)~֊ -(10)

где

а,, (к.) = па0 + к.у0. (И)

Поля внутри и вне волновода получаются с учетом соответствующих вы­
ражений (6) для компонент редуцированной ФГ. В дальнейшем нас бу­
дет интересовать поле в области р> р{. С учетом выражений (6) из фор­
мулы (10) для векторного потенциала в этой области имеем

А,{р,Ю^^ \лк,ыр{1(кгг-шпЛ}]А,^ 1 = р,г,ф, (12) 

«=-« -оо

где коэффициенты Ап1 определяются соотношениями

Апр
_^(£Е-£оХ^_«о(Л|РД^ _
пер. Мо М^Н^т^НЛ) ^°

4 «„(О
пер, Ки0,Н0)к։

Но^рРп (клЮ՝ (13)

Л„Ф = о.

Легко убедиться, что А„, как функции от к, не имеют особых точек. Из 
условия калибровки Лоренца, с учетом симметрии рассматриваемой за­
дачи, для скалярного потенциала <рп находим ф„(к.,р) = (д(рА )/др + 
Юк.рА„.)с1(1а>,,(к:՝№\Р՝)- Из формулы (12) видно, что аналогичные разло­
жения можно написать и для напряженностей электромагнитного поля. 
Имея векторный и скалярный потенциалы, можно найти соответству­
ющие фурье-коэффициенты напряженностей электромагнитного поля:

Е"Р

(14)

ипф
Щк; Юси0,Н0)

н„р=нп;=п.

Из формул (14) следует, что Е„ Н„ =0, т.е. напряженность электричес­
кого поля и индукция магнитного поля перпендикулярны и можно на­
писать Е„=[ЬН„], Ь = -с(2|,0Д_,)/й)„(А;)£|. Перейдем теперь к рассмот­
рению интенсивности излучения во внешнее пространство.

3. Спектрально-угловое распределение интенсивности излучения 
на больших расстояниях от заряда

Средний поток энергии за единицу времени через боковую по­
верхность бесконечно длинного цилиндра, соосного с рассматриваемым
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диэлектрическим цилиндром, дается вектором Пойнтинга 5:

/=^ р Ьп^Н, 8=-^[ЕН], Т = — . 

О -да и
(15)

С учетом формул (12) и (14) отсюда получим

^_(<Ч -^(Мо) 
*Л2 К(70Л0)|2

Н^р^Н'^р). (16)

Воспользовавшись тем, что при замене п^֊п,к.^-к. имеем 
^„(^^-^ ~^л(к.), 2|^-2։, выражение (16) можно записать в явно
действительном виде

1=^P
л=0 ^: К(Л-М

(17)

где штрих над суммой означает, что слагаемое с и = 0 следует брать с 
весом 1/2.

Прежде всего рассмотрим случай ®о=О, который соответствует 
равномерному движению заряда по оси диэлектрического цилиндра. 
Теперь согласно (11), (5) соп{к.} и Л не зависят от п, и ряд в (17) легко 

суммируется с помощью стандартной формулы 17л(^го) = 1- Перейдя 
к интегрированию по а> = к.у0, получим

/=֊՜^ 1 1т[Н0^р)Н;^}р)], А= —7^՜- (18)
^| ' ^|^(Л,^0)|2 с

Если условие Черенкова для внешней среды не выполняется, то 
поток (18) экспоненциально убывает на больших расстояниях от 
траектории заряда и излучение на бесконечности отсутствует. При 
условии же Д > 1, воспользовавшись асимптотическими выражениями 
функции Ханкеля при больших значениях аргумента [14], имеем

4<?Ч г, |^(ЛЛо)|
——֊ \с!ю------------------- (19)

Нетрудно показать, что это выражение совпадает с формулой, приведен­
ной, например, в [15] для излучения заряда, движущегося параллельно 
оси цилиндрического канала в диэлектрике. Введя угол <9 волнового 
вектора с осью цилиндра, из соотношения со = к:У0 получим соз.9 = /?1՜1, 
т.е. излучение (19) распространяется под черенковским углом внешней 
среды. При £-0=£'| из (19) получим известную формулу для интенсив­
ности черепковского излучения в однородной среде [13].

Вернемся теперь к общему случаю, когда ио*О. Рассмотрим
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сначала слагаемое л = 0 в формуле (17). Аналогично выводу (19), нетруд­
но показать, что соответствующий вклад в интенсивность излучения 
определяется формулой

4£Ч П.. Л2^7^) 
^р" М ^^(Л.йо)!2'

(20)

Это излучение распространяется под черенковским углом внешней сре­
ды, а интенсивность отличается от величины интенсивности равномер­
но движущегося заряда (19) наличием зависящего от частоты дополни­
тельного весового фактора (о гл / У0 )..

Перейдем к слагаемым л*0 в формуле (17). Когда Л2 <0. то со­
гласно (9) поле экспоненциально затухает с расстоянием и излучение от­
сутствует. При действительном же Л, поле при больших р имеет харак­
тер излучения, и с учетом (11) имеем квадратное неравенство относи­
тельно к.:

2 2
*.-(1֊А ) + 2*-—^ +—Л>о. (21) 

уо У0

Пусть сначала для поступательной скорости заряда условие Черенкова 
не выполнено, /7, <1. В этом случае из этого неравенства имеем

"«о
с(1+Д)’ с(1-Д)^ (22)

Удобно ввести новую переменную <9 согласно

, лй>0 соз 9
к, =—- ---------------
с 1-/7,0031?

(23)

где из (22) следует, что >9б(0,4 Из соотношения (11) теперь для со,,(к.) 
имеем

1 - /7, соз 9 ’
я = 1,2... (24)

Заметим, что согласно (23), (24) величины к. и ап(к.) связаны соотно­
шением к: = со п(к;)  ̂соз 9/с.

Рассмотрим теперь случай /7, >1, когда решение неравенства (21)
имеет вид

к. е -ос,--------- -—
С^ -1)

и---- 1—,+® .
. с(А+1)

(25)

Введя снова переменную 9 согласно (23), убеждаемся, что она меняется 
в пределах .9 е (0,50 -)и (?0 +, л՜), где ^ =агссоз(Д՜1) - соответствующий
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угол Черенкова. Соотношения между переменными к.,а>„(к.),9 теперь 
те же, что и при Д <1. На больших расстояниях от траектории заряда 
зависимость элементарных волн от пространственно-временных коорди­
нат имеет вид ехр[ап(к:).^£^(р5'1п 9 +гсо&9-а/-^ё^)/с], который опи­
сывает волну с частотой

п =К(М
|1 - Д cos i?|

(26)

распространяющейся пол утлом 9 к оси г. Формула (26) описывает 
нормальный эффект Доплера в случаях Д<1 и ^>1, 5 > 50 и ано­
мальный эффект Доплера в случае Д >1, 5<50 [13]. С учетом приве­
денных выше формул выражения для Л, запишутся в виде

2,=^ 

V 1 - Д cos 9
sin 9, 20 = —-- ------ -JSQTC^COS^. (27) 

v0 1 - Д cos 5

Имея в виду все эти замечания и перейдя от интегирования по кг к ин­
тегрированию по 9, для интенсивности излучения в волновой зоне по­
лучим следующее выражение:

^бЮ dQ я^!3'2 |«^Jo.M h-A^cos2-?

где с/П = 2тт sin 9d9dф ֊ элемент телесного угла и введено обозначение

и = й020

с

cos 9
|l - Д cos i9|

(29)

Таким образом, полную интенсивность излучения осциллятора, 
движущегося по оси диэлектрического цилиндра, можно записать в виде 
/ = /л=о+Л;<о> гДе первое слагаемое дается формулой (20) и описывает 
излучение с непрерывным спектром, распространяющееся под черен- 
ковским углом внешней среды, если выполнено условие Д>1, и от­
сутствующее при Д <1. Второе же слагаемое описывает излучение, ко­
торое при заданном угле <9 обладает дискретным спектром, определяе­
мым формулой (26). С учетом дисперсии диэлектрической проницаемос­
ти это слагаемое не дает вклада в излучение под черенковским углом. 
Это связано с тем, что при приближении 9 к 90 частота стремится к 
бесконечности и, следовательно, начиная с определенной частоты усло­
вие Черенкова перестает выполняться. Углы, для которых учет дис­
персии необходим, неявным образом определяются из условия а>п>ш1։ 
с учетом формулы (26) и частотной зависимости проницаемости 
£!=£,(<»„), где со^ ֊характерная частота дисперсии.

Подставляя в (28) г, = £0, можно найти интенсивность излучения 
осциллятора, движущегося в однородной среде со скоростью м0 :
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(0) 
/1*0

а:
=п

л=1

d^_ 

ап ап 2^1 2 |1-Дсоз5|
(30)

Эту формулу при г, = I можно получить из обшей формулы для излуче­
ния четырехмерного гармонического осциллятора, приведенной, напри­
мер, в монографии [12]. Отметим, что в формуле (2.7) этой книги имеет­
ся опечатка: пропущен множитель п1. Для неподвижного гармоничес­
кого осциллятора в вакууме, когда Д =0, е, = 1, из (30) получается фор­
мула, которая приведена, например, в [16].

Из формул (28) и (30) видно, что при 9 = л/2 интенсивность из­
лучения как в однородной, так и в неоднородной средах отлична от ну­
ля только на основной гармонике и = 1. Из этих же формул следует, что 
для заданной гармоники и соответствующие интенсивности обращают­
ся в нуль при углах, определяемых из уравнения и = у„ 7 /л, I = 1,2,..., где 
)п1 - нули функции Бесселя: 7„(у„7) = 0. Если условие Черенкова во 
внешней среде для максимальной скорости заряда не выполнено, то 
г/ < 1 и из ]п1 > п следует, что это уравнение не имеет решений. Если же 
это условие выполнено, то интенсивность излучения на данной гармо­
нике п обращается в нуль при углах 9п1, определяемых из формулы

С05 ^п) = /— ՛ “ > (31) 
№ ^о +паого/уп1)

гле верхний (нижний) знак соответствует значениям углов 
со$ 5 < (>)1 / Д. Эти углы не зависят от диэлектрической проницаемости 
цилиндра.

Перейдем теперь к анализу формулы (30). Рассмотрим сначала 
случай, когда условие Черенкова не выполняется для максимальной 
скорости заряда (\п+со020)^/с<\, когда |и|<1. Если пренебречь дис­

персией, то ряд по п в (30) суммируется с помощью стандартной фор­
мулы [16]

„=1 16(1-и )

и из (30) для углового распределения интенсивности излучения получим

а/^ _ д2ю1 tg25sin19 м2(ы2+4) 

с19 ^с^1'2 |1-Д созЯ]3 (1֊и2)7/2
(33)

Если же (у0 +аого)у/ё^ > с, то существует область значений 9, в которой 
|и|>1, и при пренебрежении дисперсией ряд (30) расходится. Таким об­

разом, в этом случае, чтобы получить конечный результат для интенсив­
ности излучения, учет дисперсии необходим. Заметим, что здесь ситуа­
ция аналогична случаю обычного черенковского излучения.
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Перейдем теперь к анализу формулы для интенсивности излуче­
ния в случае неоднородной среды, когда £в ^г,. Прежде всего заметим, 
что с учетом формулы (30) для излучения в однородной среде с прони­
цаемостью ^ выражение (28) для интенсивности излучения при нали­
чии диэлектрического цилиндра можно записать в виде

t-^F.W, 
d& (Xi "

(34)

где фактор неоднородности дается формулой

^(■9) =
4£KGW7„)|՜2
л2 р2£хш2 sin2 5

(35)

Рассмотрим зависимость интенсивности излучения от радиуса 
цилиндра в пределе Я,|р| »1, когда длина излученной волны намного 

меньше радиуса цилиндра. Воспользовавшись асимптотическими выра­
жениями для цилиндрических функций при больших значениях аргу­
мента, с учетом формул (27) для фактора неоднородности получим

2^£0 / Е} -СОЅ2 9 ] 

sin 9

। sin2 9

E]{E^ /E} - СОЅ2 9)

EQ sin2 9

E\(E0 IE՝ - СОЅ2 9)

x T՛
sin(2|20|p,)

(36)

при COS2l9<E0/f| (4>0) и

= ^ГГ^ Г | ggsin2^ 

sin .9 E2(cos2 9-E0 /£})

при cos2 5>£0/^ (Лу<0). Как видно, во втором случае интенсивность 
излучения экспоненциально уменьшается с ростом рх. Это обусловлено 
тем, что при г0/^։<1 угол arccos^r0 /Е} соответствует углу полного 
внутреннего отражения и лучи, падающие изнутри на поверхность ци­
линдра, не могут распространяться под углами cos2.9 < t0/f։ во внеш­

ней среде.
Когда длина излученной волны намного больше радиуса ци­

линдра, Х1р}«\. то, воспользовавшись асимптотическими выражения­
ми для цилиндрических функций, нетрудно показать, что из (28) в ве­
дущем порядке получается интенсивность излучения в однородной сре­
де с проницаемостью Е} (формула (30)), т. е. ГД#)-»!. В пределе малых 
скоростей колебательного движения ®ozo « с интенсивность излучения 
на заданной гармонике под углами, отличными от черепковского, стре­
мится к нулю как (о0’0/с)2”-
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Рис. 1. Зависимость числа излученных квантов от угла 9 между 
импульсом фотона и осью цилиндра для гармоник п = 1,2,5 при 
г0/Г|=1 (левый рисунок, однородная среда) и г0/г։=3 
(правый рисунок). Расчеты проводились для ч0^I с = 0А и

I с = 0.5, когда для максимальной скорости заряда 
условие Черенкова во внешней среде не выполняется.

Рис.2. То же, что и на рис. 1 для гармоник « = 2 (левый рисунок) и 
и = 5 (правьш рисунок) при \0^£у /с = 0.9, а>аг0.^ / с = 0.5, ког­
да для максимальной скорости заряда условие Черенкова выпол­
нено. Нижние кривые соответствуют случаю однородной среды 
£0 /£} =\, а верхние - значению £0 /£՝ = 3.

Нами были проведены численные расчеты для углового распреде­
ления плотности числа квантов dNn/dQ = (\/fia)n)dIn/dQ для ряда значе­
ний номера гармоники п. На рис.1 приведены результаты этих расчетов 
для излучения осциллятора в однородной среде £0 = ^ (левый рисунок) 
и при £0/г| =3 (правый рисунок). Рассмотрен случай, когда для макси­
мальной скорости заряда условие Черенкова для внешней среды не вы-

144



полняется Для однородной среды в спектре излучения для всех значе­
ний углов доминирует основная гармоника. В неоднородной среде ин­
тенсивность излучения увеличивается и при малых углах доминируют 
высшие гармоники. На рис.2 приведены те же самые зависимости для 
гармоник я = 2 (левый рисунок) и л = 5 (правый рисунок), когда для 
максимальной скорости заряда условие Черенкова во внешней среде вы­
полняется, а для поступательной - нет. Видно, что неоднородность мо­
жет существенно увеличить интенсивность излучения по сравнению с 
однородной средой. Видно также, что число излученных квантов об­
ращается в нуль при углах, определяемых формулой (31). Число этих ну­
лей увеличивается с ростом номера гармоники. Отметим, что теперь из­
лучение намного сильнее по сравнению со случаем рис.1, а излучение в 
основном направлено вперед. И наконец, на рис.З приведены графики 
для угловой плотности числа квантов, когда условие Черенкова выпол­
няется для поступательной скорости осциллятора. Верхняя/нижняя кри­
вая соответствует случаю неоднородной/однородной среды. Интенсив­
ность излучения сильно осциллирует вблизи черенковского утла 50. С 
приближением к этому углу, согласно (26), частота кванта увеличивает­
ся, и уже важными становятся эффекты, связанные с дисперсией ди­
электрической проницаемости внешней среды.

Рис.З. То же самое, что и на рис.2 при и = 2, Уоц^"/с = 1.1 и 
^о^о-/^\ ^с = ^ ^՝ когда условие Черенкова выполняется для 
поступательной скорости осциллятора. Здесь .90 » 0.43 - соот­
ветствующий черенковский угол. Как и на рис.2, нижняя кри­
вая соответствует случаю однородной среды, а верхняя - значе­
нию г0 /^ = з.
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RADIATION FROM AN OSCILLATOR UNIFORMLY MOVING
ALONG THE AXIS OF A DIELECTRIC CYLINDER

A.S. KOTANJYAN, A.A. SAMARIAN

The radiation from a longitudinal charged oscillator uniformly moving along the axis of 
a dielectric cylinder immersed into a homogeneous medium is considered. A formula is 
derived for the spectral-angular distribution of this radiation intensity. Under the Cherenkov 
condition for the exterior medium it contains two summands. The first one has a continuous 
spectrum and describes a radiation going along the Cherenkov angle corresponding to the 
exterior media. The second one describes a radiation which has a discrete spectrum for a 
given angle. The frequencies of the radiation quanta are multiple to the oscillator frequency, 
taking into account the Doppler effect. The results of numerical calculations are presented for 
the angular distribution of the radiated quanta and they are compared with the corresponding 
results for an oscillator moving in a homogeneous medium. It is shown that the presence of 
the cylinder can essentially increase the radiation intensity.
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