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Изучено распространение пучка интенсивного электромагнитного 
излучения в диссипативной двухуровневой среде. Выведено нелинейное 
уравнение Шредингера, в котором учитывается как линейная, так и не
линейная диссипация. Получены формулы, определяющие положение 
фокальных точек и пятен. Результаты обобщены для задачи интерферо
метра.

Введение

Процессы распространения электромагнитных волн, в частности, 
лазерного излучения, в нелинейных средах с квантовыми свойствами 
интенсивно изучаются последние тридцать лет [1-10]. В работе [2] для 
описания распространения лазерного луча в керровской непоглоша- 
юшей среде с кубической нелинейностью выведено уравнение модуля
ции для амплитуды электрического поля в квазиоптическом приближе
нии. Это уравнение называют также нелинейным уравнением Шредин
гера. Авторами работы [3] впервые было получено уравнение для радиу
са узких пучков и найдено его решение. В этом приближении можно 
определить расположение фокусов и фокальных пятен, условия самофо
кусировки и т.п.

В работах [1,6,9] получено квантово-механическое выражение для 
поляризации среды, которое затем используется для выведения раз
личных модификаций уравнения модуляции (насыщение, многофотон
ное взаимодействие и т.д.).

Распространение излучения при наличии поглощения рассмот
рено в [3], где дается приближенное решение задачи. В работах [4.7] вы
ведено уравнение модуляции с учетом как линейного, так и нелиней
ного поглощения, однако эти уравнения решаются численно.

В работах [11,12] удалось вывести для упругих волн нелинейное
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уравнение Шредингера с комплексным коэффициентом у нелинейного 
члена и найти аналитическое решение для узких осесимметричных 
пучков.

Распространение двух нелинейных волн в недиссипативной среде 
рассмотрено в работах [13,14], где сделана попытка обобщить известные 
результаты на интерферометры и резонаторы. В статье [15] результаты 
[11.12] обобщены на случай слоя.

Целью настоящей работы является, модифицируя математичес
кий метод, использованный в [11,12,15], вывести из системы уравнений 
для поля и для матрицы плотности среды уравнение модуляции с комп
лексным нелинейным коэффициентом, найти аналитическое решение 
для пучка, исследовать влияние нелинейного поглощения на поведение 
пучка (образование фокусов, фокальных пятен, самофокусировка и т.д.), 
а также обобщить результаты на резонаторы и интерферометры.

Исходные уравнения

Распространение оптического излучения в среде исследуется, как 
правило, путем решения самосогласованной задачи. Обычно поле излу
чения описывается классически, а среда - квантово-механически. В 
этом случае электрическое поле волны удовлетворяет волновому уравне
нию, следующему из уравнений Максвелла:

7х?хЕ+
1 а2Е

с2 о/2

1 а2р

с2 дг ’ (1)

где поляризация среды Р определяется уравнением

Р = #8р(егР), (2)

N - плотность числа атомов среды, р - эрмитова матрица плотности
среды, удовлетворяющая уравнению

^‘-Цн.ё]

с гамильтонианом

Н = Н0 + Н]+Н2.

(3)

(4)

Здесь Но описывает внутреннее состояние атомов среды, Н, - их 
взаимодействие с полем излучения, которое обычно считается 
дипольным: Н} = -ЛЕ (а ֊ дипольный момент атома), а Н2 обусловлен 
релаксационными процессами.

Предположим далее, что атомы - двухуровневые, с уровнями 
определенной (противоположной) четности (^,=^22=0), среда ориен- 
тационно и спектрально однородна, а поле линейно-поляризовано 

(дБ = ЛЕ).
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Тогда выражения (1)-(4) приводят к следующей системе уравне-
ний [1,9]:

֊4՜ _ “О''1’» +/)р21 ~Т^21^(Р22 “Рп)> (5)

- /2Р22 “ , ^(^12Рг1 ^2|Р|г)> (6)
от п

= _/1Ри +Х2|Р22 +Т^(^12Р21 ~^21Р|2)> П)
от Л

I а2£ д2Е_ ^r а2р21 а2Р12
△д.£ + 2 о 2 -2 2 '2 =2 “21

с2 дг дх с \ дг дг )

Рг\ - Р\2’ ^21 =^|2> (9)

гдс Дх = (Э2/Зу2)+Э2/&2), ось х- направление распространения излу

чения, у, у|2 и у2| суть скорости затухания соответствующих элемен
тов матрицы плотности (у, 2 - полные скорости распада соответст
вующих уровней, а у21 - скорость спонтанного перехода с уровня 2 на 
уровень 1), <и0 - частота атомного перехода.

Используемое приближение и вывод основного уравнения

Поскольку р21 может быть комплексной величиной, а £, р|։ и 
р22 действительны, то решение системы уравнений (5)-(9) будем искать 
в следующем виде:

Р11.22 ^и.гМе^^’ + Роьог^
ПО)

Р21=р0(гр)е‘^-“>.

В выражениях (10) £0, р12, р0 - медленно меняющиеся, вообще 
говоря, комплексные амплитуды, а р0102 - неосциллирующие (“свобод
ные”) члены, которые, не теряя общности, можно для упрощения рас
четов считать действительными.

Подставляя (10) в систему уравнений (5)-(9), усредняя по периоду 
волны (при этом быстроосциллирующие члены зануляются), получим 
новую систему уравнений для амплитуд и свободных членов:
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— + (<£ + /)рО = ֊~ [2£0 (рм - р01)+ Е' (р2 - р,)], (11)

Р^ -~Т2Ро2+—^ър1-а’Е'оро\

——2։арг =-Г2р2- РОЕО, 
01 2л

-^--~У\Ро\ + УиРо2 - — ^оРо ~(1'ЕоРо)>

дР\ т М’
— ֊2иор} = -у՝р} + у21р2 +-—роЕОУ

О1 2л

(12)

(13)

(14)

(15)

△1^0 +
^ + 2,к^֊к֊Е0 
бх2 ах

1
с2

^ ^о о ■ ^^о 2 р
г֊-210-^--со Ео

аг2 5/

^w2d'
2 Ро > (16)

£ =ша-а).

Будем рассматривать импульсы, длительность которых превышает 
величину г՜1. Поскольку амплитуды и “постоянные”, входящие в (10), 

мало меняются по сравнению с экспонентами, можно отбросить 
производные в уравнениях (11), (13) и (15) и найти р0, р12 из 
соответствующих алгебраических уравнений. Подставляя их в уравнения 
(12), (14) и (16), разлагая при этом р0 в ряд по |£0|2 и отбрасывая члены 
порядка 1^014 и выше, получим следующую замкнутую систему 
уравнений:

^- = -/1Р01 +Г21Р02 -'/И2 

д։

1^01 (Ро2-Ро1)

^֊ = -/2Р02 +։/И2
|^о | (Рог Р01)

(17)

-А

с2

,.р,гЛ֊1‘£.

дх2 дх
д2Е0 8Е0 2 Л

аг2 Й

О^СО /
---------(Ро| “Рог

С/
о>

где а - резонансное сечение поглощения

СГ = |б7|"й2у[2Йс(£2 +у2 )]՜ ,

а величина Г = у}+У2-у,) есть суммарная скорость распада “вбок
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обоих уровней.
Будем рассматривать распространение импульсов, длительность 

которых удовлетворяет условию с՜' «/«/1'2,21- Во многих оптических 
экспериментах, где расстройки резонанса могут быть порядка 101" 10"с', 
а времена релаксации изучаемых сред порядка 10՜ К)9 с ', приведенно
му условию удовлетворяют наносекундные импульсы. В этом приближе
нии можно считать разность населенностей в последнем уравнении (17) 
постоянной. Тогда для функции уА^у^Х определяемой соотношением

/?о = |/(х,у,2)схр ֊^•(Ро! ֊Рог)* .
(18)

получим из этого уравнения в квазиоптическом приближении

Д^ + г/А—- +-------- -Ро2Ж = -(£1+'£2) И ’/. (19)
дх су

где

^, = 7, Ис Г, , Г, = ехр[-аЛ^Ро! ֊РогИ?2 =7,1шГ2,

Уравнения для двух волн, распространяющихся в обратных направлениях 
(задача интерферометра)

Пусть теперь излучение находится между двумя зеркалами, т.е. 
имеются две волны, бегущие в противоположных направлениях. Реше
ние уравнений (5)-(8) будем искать в виде суммы двух слагаемых, одно 
из которых соответствует волне, распространяющейся вправо, другое - 
влево. Тогда, аналогично (10),

Е = Е}+Е2 = ֊[Ео։е* + Ео2е“' +сс]’

Р11.22 - Ри.22 +Рп,22 + Р\.2в՜"' + Р^\Я2 + Ртя2 +сх ]֊ (20)

Р2\ ~ Р21 + Р21 ~ Рое + Ро с >

где

дх дх д( дг

Предполагается, как и выше, что р^", вещественны.
Подставляя (20) в систему уравнений (5)-(8), усредняя и учитывая, 

что

30



2л 2/г
рл₽ф = О, |е”’^=0, (л = 1,2,3,...),

о о

легко видеть, что уравнения для всех величин, кроме р^, расцепля
ются. Для них получим две несвязанные системы уравнений типа (11), 
(13), (15) и (16), одну - для Е}, р^1>22|, другую - для £2, р^՝. При 
этом уравнения для р^1̂  имеют следующий вид:

^֊ = ֊гМ +ГиРт" ~^2>Е0]р,0’-<112Е‘0{р'й +<1г1Е02р"՝-апЕ,02р''), (21)

—— =-/2^02 + ^^21^о!Ро “^12^01^0+^21^огРо/ “^п^огРоО- (2՜)

Делая те же приближения, что и в предыдущем параграфе, 
можно получить связанную систему уравнений для р'/'2 и уравнения 
типа (17), в которых £0 заменяется на £01 либо £02, а разность р0| -р02 
- на Ра" - Рог", после чего, считая, как и выше, последние выражения 

постоянными, можно получить расцепленные уравнения для £01 и £02, 
каждое из которых принимает вид (17) и (19) с вышеуказанными 
заменами. Таким образом, волны, распространяющиеся навстречу друг 
другу, в данном приближении не взаимодействуют; связь между ними 

осуществляется посредством условий на зеркалах.

Решение для узких осесимметричных пучков

Переходя в уравнении (19) к цилиндрическим координатам, бу
дем искать его решение в виде, принятом в теории узких аксиальных 
пучков:

(23)

где о0 и г0 ֊ амплитуда и радиус пучка при х = 0, /(х) ֊ безразмерный 
радиус пучка, £(х) - радиус кривизны фронта волны, сг,(х) ֊ набег фазы 

на оси пучка, г - радиальная координата.
Подставляя (23) в уравнение (19) и проделав обычные в теории уз

ких пучков расчеты (см., например, [10,11]), можно получить уравнения 
для функций /(х), сг](х) и Я(х). При этом уравнения для / и Л имеют 

вид (см. также [7,8])

(I2/ _ М . ^а^(роГро2) 
ах2 р ' ¥

(24)
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^1х 2/2 *

м - 4 ! 4а« с

к2г^ к2г2 к2

(25)

(26)

Уравнения (23)-(26) описывают повеление пучка при учете нели
нейной диссипации в среде. В случае ;2=0 они переходят в известные 
уравнения недиссинативной нелинейной оптики (см., например, [3]). 
Известно [3], что на поведение пучка существенно влияет знак величи
ны М. Как видно из (26), даже в том случае, когда нелинейность, свя
занная с ^։, соответствует дефокусировке (Л/>0), наличие слагаемого с 
^•2 приводит при достаточно больших амплитудах к самофокусировке 
(М <0). Рассмотрим более подробно условия образования фокусов и 
фокальных пятен.

В выражении (26) первое слагаемое описывает дифракцию, вто
рое - нелинейное прохождение, а третье - нелинейное поглощение.

В случае слабой (^(р()|-ри)х«1) либо сильной 
(^(Ро, ֊Ад)* » 0 диссипации экспоненты в коэффициентах с,2 мож
но считать близкими к единице или к нулю соответственно. В первом 
случае коэффициенты в (24) можно считать постоянными. Тогда при на
личии лишь одного зеркала граничные условия можно задать сле
дующим образом:

/ = 1, /гЧоМД
0 с1х к[Я0 2 (27)

При выводе условия (27) использовано соотношение (25). Считая 
величину кс^ры -рО2)$2 малой, пренебрежем вторым слагаемым в 
правой части (24) и запишем решение (24) в виде

/2Л + О1, С = М+/*. (28)

Пусть Лп<0 (вогнутое зеркало) и /0'<0. Тогда при М >0 из (28) 
следует, что минимальный диаметр пучка (фокальное пятно) будет 
наблюдаться в точке

хр — _ /о К • (29)

Отметим, что уравнение (24) можно решить, сохраняя оба слагае
мых в правой части, но считая коэффициенты не зависящими от х. Тог
да первый интеграл уравнения имеет вид [9,10]

£
2

֊/о'2
М М С^а} 
2/2 + 2 + к

(Ро1 -Ро!>/- (30)
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Учитывая, что в фокальном пятне функция / имеет экстремум, мож
но получить из (30) уравнение для Д. Итерируя при малых 
МАЛ “Рогкг- получим [10,11]

ffs = foft 1 ֊ - oNa0f^ (p01 ֊ Po2 )?2 in fOfi -x
Л}/=Л/’7о'2+1- (31)

Величина /о^ является решением уравнения (24), в котором отброшен 
член, содержащий / . Из (28) видно, что при М<0 имеется фокус, т.е.

(32)

В случае двух зеркал граничные условия имеют вид

X +/. fM- к ^ ֊5-2^01,02
(33)

а решение, аналогично (28), запишется как

/1?2 = ~ + ^ I ±х +Ш3
с (34)

При этом формулы (29) и (32) остаются в силе, только перед хй и 
Xf следует писать знаки плюс или минус соответственно для прямого и 
обратного пучков с добавлением длины /.

При М < 0 формулы (32) и (33) справедливы до первого фокуса; 
за этим фокусом решение имеет вид

а уравнение ±х+х^ =-2-/-М/С определяет координаты второго фо

куса.
Таким образом, в работе изучено влияние нелинейной диссипа

ции на поведение светового пучка при распространении в нелинейной 
среде. Показано, в частности, что такое поглощение может существенно 
менять условия самофокусировки, приводя к тому, что фокусирующая 
среда будет дефокусирующей и наоборот.
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ՃԱՌԱԳԱՅԹՄԱՆ ՏԱՐԱԾՈՒՄԸ ԿԼԱՆՈՂ ԵՐԿՄԱԿԱՐԴԱԿ 

ՔԱՌԱԿՈՒՍԱՅԻՆ ՈՉ ԳԾԱՅՆՈՒԹՅԱՄԲ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ

Ա.Գ. ԲԱԳԴՈԵՎ, ՎՀ. ՉԱԼՏՒԿՅԱՆ, Ա.Վ. ՇԵԿՈՅԱՆ

Ուսումնասիրված I. ինտենսիվ էլեկտրամագնիսական ափքի տարածումը կլանող, 
երկմակարդակ միջավայրում: Արտածված է ոչ գծային Շրեգինգերի հավասարումը գծային 

ե ոչ գծային կլանման հաշվառումով: Ստացված են բանաձևեր ֆոկուսի ե ֆոկուսային 

հետքի համար: Ստացված արդյունքները ընհդանրացված են ինտերֆերոմետրի համար:

PROPAGATION OF RADIATION IN DISSIPATIVE TWO-LEVEL 
QUADRATICALLY NONLINEAR MEDIUM

A.G. BAGDOEV, V.O. CHALTYKYAN, A.V SHEKOYAN

Propagalion of strong electromagnetic wave beam in dissipative two-level media is 
investigated. The nonlinear Schrodinger equation is derived where either linear or nonlinear 
dissipation is taken into account. Formulas determining positions of focusses and focal spots 
are obtained. The results are generalized for the problem of interferometer.
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