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ФЕРМИОННЫЕ ВОЗБУЖДЕНИЯ 
НА ГЕКСАГОНАЛЬНОЙ РЕШЕТКЕ МАНХЭТТЕНА

ША ХАЧАТРЯН

Ереванский физический институт

(Поступила в редакцию 20 ноября 1999 г.)

Рассмотрена фермионная модель на гексагональной решетке Ман
хэттена. С помощью формализма трансфер-матриц получен спектр для 
возбуждений около состояния с нулевой энергией. Переход к непре
рывному пределу приводит к фермионам с центральным зарядом -2 и 
со спином (0,1).

Как известно, трехмерная модель Изинга эквивалентна фер
мионной струнной теории на двумерных случайных поверхностях [1-5]. 
В работе [5]' фермионная система была введена на сконструированных 
на этих поверхностях решетках Манхэттена (РМ) в присутствии внеш
него 54(2) калибровочного поля. В непосредственном непрерывном 
пределе действие для этой системы совпадает с двумерным действием 
Дирака. Рассмотрение критических состояний упрощенной модели с 
(7(1) калибровочным полем на квадратичной решетке Манхэттена [6], 
при некотором выборе параметров теории, показывает, что элементар
ные возбуждения в непрерывном пределе можно интерпретировать как 
фермионы с центральным зарядом с = -2 и со спином (0,1) (подробнее 
см. [6]).

В настоящей работе рассматривается гексагональная РМ, кото
рая в пределе нулевой постоянной решетки есть поверхность с перио
дической кривизной. Благодаря структуре РМ можно использовать ме
тоды, предложенные в [б]. Спектр для возбуждений имеет сингуляр
ность, но около точки, где отсутствует щель, устремление к непрерыв
ному пределу, при соответствующем выборе параметров, опять приво
дит к (0,1) фермионам с центральным зарядом -2. Это и будет показано 
в настоящей работе.

Итак, мы рассматриваем фермионную систему с неэрмитовым 
гамильтонианом

^. ф) = 2} У^.м'* (“ХлИ (п) + £ У^^с/ (п)^ (п + /г) + т£ с* (п)с, (п) (1)
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на РМ с периодическими граничными условиями. Фермионы располо
жены на вершинах решетки, стрелки указывают направление фермион
ного шага (ц). С(1) магнитное паче вводится таким образом, чтобы 
потоки через гексагональные и триангулярные плакеты были равны 
Ф=2пр/д (р,д- целые, взаимно простые числа), а через квадратичные 
плакеты имели бы противоположный знак: - = ^ = е'* • Фиксация

и
калибровки осуществляется с помощью фаз а, со՜1 (со* = ел).

Трансляционная инвариантность позволяет написать гамильто
ниан в базисе функций Блоха, рассматривая фермионы на вершинах 
гексагонов как разные:

Я^.Ф^^сГСк^-а.к.ФЭсДк)^ А;=2,т^, л^О.-.У,-!. (2) 
։.к "I

Здесь Я(к) - это бхб матрица, а с*,с, (/ = 1.---.6) - фермион
ные операторы рождения и уничтожения на соответствующих вер
шинах (рис.).

Вращательная симметрия нашей модели позволяет выбрать амп
литуды фермионного шага как /и+1 =t, tll+A=t». Решение характерис
тического уравнения показывает, что спектр состоит из шести зон:

бс1[Я(к,Ф)-£(к,Ф)] = 0,

(т - Е)6 + (т - Е)3 f(k, I, Ф) +g(k, t, Ф) = 0, (3)

/(к,t, Ф) = 2co-6t3 + 2t2t,(cos^ + 2 cosЛкл), g(k,/, Ф) = -(co2t2 -со'Ы)3.
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Для состояния с нулевой энергией имеем соотношение

т6 + 2(0)՜* I2 + 2ти2(созй, + 2соз-^к^ -(о>2։2 — аГ112') = 0. (4)

Исследуем элементарные возбуждения около этого состояния с 
помощью статистической суммы, написанной как интеграл по грассма
новым полям:

^ = / П dcldcle՜м<^^F>. (5)

Уравнение (3) характеризует для этих возбуждений критическую 
линию фазовых переходов в пространстве параметров, и около нее 
можно попытаться осуществить переход к непрерывному пределу, что 
мы и сделаем, рассматривая статистическую сумму (5) как произво
дящий функционал в двумерном эвклидовом пространстве-времени с 
действием (1).

С помощью трансфер-матриц мы попытаемся построить гамиль
тониан на одномерной решетке для этой (1+1) квантовой теории поля. 
Будем различать два типа возбуждений, расположенных на четных и 
нечетных вершинах цепочки (рис.). Трансфер-матрицу представим как 
произведение четырех операторов, осуществляющих переходы между 
состояниями, которые отмечены на рисунке. При выборе когерентных 
состояний, последуем примеру [6], используя обычное и дырочное нор
мальное упорядочение для частиц на четных и нечетных вершинах со
ответственно. Для нахождения спектра легче действовать в импульсном 
пространстве:

г^гТ*1'2, Т = У^_1Г1, Т=^\рен>. (6)

Структура трансфер-матриц позволяет искать гамильтониан как 
представление алгебр 81(2):

Нр=^ + р^рс1р + с^рс2р),

З^Ч՜^. ^^Ч+сЧ ^с^-с^, ^=1. (7)

Дальнейшие вычисления будут сделаны для случая т = 1, а к общему 
случаю можно вернуться перенормировкой ։ -> Нт.

После вычислений получаем:

О = 4/4^, ^ = 0, £0 = 1в(соз р)2,

1 + А+2/2/«СО3 2р . . . _ -4,2x3
сЬ(г/2) =-------------------- —, «=|е|, Д = 2а? /;-(а?/ -а к).

41 сое р |
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Отметим, что этот результат можно было получить и из выраже
ния интеграла по траекториям (5) как произведение детерминантов. 
г = ^йе1Я(к), осуществляя произведение по ку и сравнивая с (7.8), с 

к
помощью тригонометрической формулы

сЬМг + (-1)х-1сЬУД = 2х՜']Д(с11в + сЬ(Д - /2 л-^)). (9)
п=0

Из дисперсионных уравнений (8) и

Ег = ֊«о (Р) + ^(Р). ^ = ֊А ± *(Р) 0°)

видно, что в спектре присутствуют две зоны. Полная энергия вакуум
ного состояния в непрерывном пределе есть

Ео = ֊2>ОСР) = -^1 /лроСАМ^^։ Ь2. (И)

Здесь мы рассматриваем предел г -+ « (полностью упакованная 
фаза) при внешнем поле, одновременно устремляя Ф -> О, двигаясь по 
критической кривой:

8т2Ф/2 = 1/2?, / = /'=/.. (12)

Тогда из уравнения (8) получаем

сЬ г/2=| сое р|+1/(4 |со5р|). (13)

В окрестностях точек р = ±я/3, где отсутствует щель, спектр ли
неен: е=£2^3р.

Таким образом, над основным состоянием, заполненным до 
уровня Ферми <±л/3) = 0, имеются безмассовые возбуждения, характер 
которых можно выяснить, написав полную энергию основного состоя
ния с помощью формулы Мак-Лорена для конечных сумм [6,7]:

£■ = 2^ ^/72я|,£(р)ф + я76ЛГ($'(я/3)-£,(-я73)) + ..., (14)

и сравнивая с аналогичным выражением для ферми-системы с цент
ральным зарядом с [8]:

Е = -^-^—. (15)

Для нашего случая V = г'(±л/3) - скорость фермионных возбужде
ний около уровня Ферми, а центральный заряд с = -2.

Автор выражает благодарность А.Г.Седракяну за идею и по
лезные советы.
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ՖԵՐՍԻՈՆԱՅԻՆ ԳՐԳՌՈՒՍՆԵՐԸ ՍԱՆՀԵԹԵՆԻ 
ՀԵՔՍԱԳՈՆԱԼ ՑԱՆՑԻ ՎՐԱ

Շ.Ա. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

Դիտարկված է ֆերմիոնային համակարգ վեցանկյուն Մանհեթենի ցանցի վրա: 
Տրանսֆեր-մատրիցի կաոուցմամբ ստացված է տարրական գրգռումների սպեկտրը զրոյա
կան էներգիայով վիճակների շուրջ: Անընդհատ սահմանի անցումը բերում է (0,1) սպինով և 
c = -2 կենտրոնական լիցքով ֆերմիոնային համակարգի:

FERMIONIC EXCITATIONS ON THE HEXAGONAL MANHATTAN LATTICE

ShA. KHACHATRYAN

The fermionic model on the hexagonal ML is considered. By means of the Transfer 
Matrix approach the spectrum of elementary excitations is found near the state with zero 
energy. The continuum limit leads to the (0,1) spin fermions with the central charge c = -2.
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