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В данной работе предложен новый эффективный метод для на
хождения средних кинетических характеристик одномерной неупорядо
ченной системы со структурным и композиционным беспорядками. 
Показано, что вне зависимости от характера случайного поля системы, 
зависимость среднего сопротивления от числа рассеивателей системы 
для всех состояний одноэлектронного спектра представляет сумму трех 
показательных функций. Доказано, что в любой одномерной системе 
со структурным беспорядком имеет место локализация всех одноэлек
тронных состояний.

Введение

Как известно, задача определения различных корреляторов, 
средних кинетических характеристик одномерных случайно-неодно
родных структур является одной из важных проблем теории переноса в 
физике неупорядоченных систем. Помимо самостоятельного физичес
кого и практического интереса, важность рассмотрения одномерных 
моделей обусловлена тем, что изучение свойств распространения одно
частичных возбуждений в двух- и трехмерных системах наталкивается 
на исключительные математические трудности. В связи с возмож
ностью апробирования методов решения одномерных задач на много
мерные случаи, наиболее ценны одномерные модели, допускающие 
точные решения и вместе с тем обладающие достаточной физической 
общностью [1-14].

В данной работе нами решается задача определения среднего 
сопротивления системы из конечного числа случайно расположенных

55



случайных рассеивателей, когда параметры, характеризующие поле, 
являются независимыми друг от друга случайными переменными. Рас
смотрим пространство реализаций случайного поля, имеющего общую 
форму вида

^) = 1^(х-хл), (I) 
л=1

где Ил(х-хл) - неперекрывающиеся друг с другом и локализованные 
возле точек хя одиночные потенциалы. Одиночные потенциалы Ия(х) 
являются случайными независимыми функциями, имеющими одинако
вую плотность распределения Р в некотором пространстве возможных 
реализаций Е. Так, например, среднее поле одиночного потенциала 
может быть записано в виде

(7и(х)) = р[Кя(х)]Ия(х^^ (2) 
в

В случае, когда Ря(х) является параметризированным потенциа
лом, континуальный интеграл (2) заменяется на обычный, где интегри
рование проводится по случайным параметрам функции И„(х). В (1) 
точки х„ образуют некоторую решетку, в которой расстояния хя-хя_1 
(л = 2,3, •••,.№) заданы случайным, независимым друг от друга образом и 
имеют одинаковое среднее значение а:

(»п-^)®в, /Л^л-1)^П-1^П֊1 =0, (3)

где Ах^ =хл-хя_1 - а и /(Дх^)- четная, нормированная на единицу 
функция распределения случайной величины Дхл_։.

Модель неупорядоченной системы со случайным статическим 
полем (1)-(3) описывает большой класс систем с так называемым сме
шанным беспорядком, в которых сочетаются структурный беспорядок 
с композиционным. Так, случайные параметры Дх^, характеризуют 
структурный беспорядок системы, а функции ИДх) - композиционный 
беспорядок. Физически важными частными случаями рассматриваемой 
модели являются системы со структурным порядком и компози
ционным беспорядком, системы со структурным беспорядком и ком
позиционным порядком, а также всевозможные идеальные решетки, 
определяемые как системы, обладающие одновременно структурным и 
композиционным порядками.
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Согласно эргодической гипотезе теории неупорядоченных сис
тем, относящаяся к системе в целом средняя физическая величина вы
числяется как среднее по случайному полю, реализующемуся в объеме 
системы. Процедура усреднения физической величины по ансамблю 
возможных реализаций случайного поля (1)-(3) записывается в виде

(Р4=[-| РЫ/  ̂) ~/(д^-։) ^ м]-^ «]• (4) 

-с1Ах}- <1Ьхк ^ (х) • • • ОУ^ (х).

Интегрирование в (4) проводится во всем интервале значений 
величин Дх^) и во всем пространстве возможных реализаций функций 
^я(х).

В п.1 получено рекуррентное уравнение, определяющее среднее 
сопротивление системы (рм). В п.2 найдена зависимость (рн) от 
параметров задачи. Далее в п.З исследуется случай неупорядоченной 
системы со структурным беспорядком. В заключении приводится 
анализ полученных результатов.

1. Уравнение для среднего сопротивления

Рассмотрим задачу вычисления среднего сопротивления (рм) 

металла со случайными примесными центрами (1)-(3). Для этого 
воспользуемся формулой Ландауэра, определяющей сопротивление 
системы конечных размеров как отношение коэффициентов отражения 
и прохождения электрона через потенциал системы [15]:

ч РД=№/№> <5>

где ^ и 7^ - амплитуды отражения и прохождения электрона.
Как было показано в [16], задача определения Яд, и Т„ для поля 

(1) в общем виде может быть сведена к задаче решения системы конеч
но-разностных уравнений относительно дискретной переменной N:

^№гнЛы ВЫ-У еакх" +1/ 1Ы Бы_1, (б.а)

&ы ~гы/^ы В^^е 12Ье" +1/^ ^-1> @.б)

где Вы =1/7^ и Д?/ =Я^/т^ . В коэффициентах уравнений (6) парамет
ры гы и /„ соответствуют амплитудам отражения и прохождения оди
ночного потенциала Уы(х). Отметим, что Оы_г, Оы_х соответствуют 
первым ^-l потенциалам поля (1).
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Вследствие сохранения плотности тока (|ГЛ. | +^| =1) 
сопротивление системы может быть записано через величины О у, Пу 

в виде
Р№Ы2֊1 = №- О)

Прежде чем вычислять среднее сопротивление (р^ (4), введем 

вспомогательную величину

З^О^е՜2^. (8)

Тогда для величин рд, и ^ из (6)-(8) можно получить 

следующую систему разностных уравнений:

Ри -^^ы ~^Ры-х + РыЛы-х^ы-х ^ РыЛы-х^ы-х ^^ -1» (9-3)

Зы = 2/^P^-l + Хы^ы-х^ы-х ^^ы^ы-х^ы^х +/х» (9.6)

где

^=1/|^|2> Р = ^/1^\ > Ты~ги11ы> ^и~гИ^г (Ю)

Хы=^> 7,^=3^^ .

Как видно из (9), коэффициенты уравнений (9.а), (9.в) содержат 
параметры рассеяния только /Лого одиночного потенциала поля (1) и 
расстояние Дх^. Так как по определению величины ры_х и 8Ы_Х 
зависят только от первых ДМ потенциалов системы и расстояний 
Дхя_։ (л = 2,3, ••■,#-!), то при усреднении системы уравнений (9), 
согласно (4), все коэффициенты и соответствующие им переменные 
усредняются отдельно. Так, например,

{(2^ ~ 1)Рнч) = ((2^ ~ 1)ХР^1 ) И ТД՛

Если ввести обозначения

« = (о^Х Р = (Ры\г = м й = Ы>Х = {Хы), И = {лы-х\ (11)

то, усредняя по случайному полю (1)-(3), система уравнений (9) 
запишется в виде

(p^) = (2а -.1)^-1 )+Р*т]*(^) +07](^) + а -1, (12.а)

<ры ) = ^г{Ры-х) +^ ’7*^-1 ) + 5т] (^ ) + /. (12.6)
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(13)

(13.а)

(14)

(15)

Система уравнений С12) позволяет в общем виде получить 
РекУРРснтные уравнения отдельно для {р^) и (5Х). Рассматривая ее 
как линейную неоднородную систему алгебраических уравнений, для 
функции (рм) можно получить следующее разностное уравнение:

{Ры} = ^Рк-х)+^Ря-г^^^^Ры-ъ}+^> 

с начальными условиями

(Ро)=0,(Р1) = о-1 (р2) = 2а(а-1)+<

где
Л=2а-1+0, В = 2с/-у-(2а-Т)е,
С = (2а-1>+2«, Р = (а-1)(1֊5+у)+</-а 

и

(1 = 2^01)?), и=2Ке(Гпг')> 
в = 2՝и&(т)'х՝), у=Н2(1/|2-И2).

Как видно из (13), среднее сопротивление (рк) как функция от 

рассеивающих центров системы удовлетворяет неоднородному линей
но-разностному уравнению.

2. Решение уравнения для среднего сопротивления (р^

Решение уравнения (13) ищем в виде

{РМ )= + А) • (16)
/=։

Подставляя решение (16) в уравнение (13) и требуя его выполнения, 
получим характеристическое уравнение, определяющее величины 
xj (у = 1,2,3), и уравнение для Ло:

х*-Ах]-Вх}-С = 0, (17)

И
Ь0=Ь0{А + В+С)+В. (18)

Подставляя в (18) значения А,В,С,О из (14), легко получить 
£0 = ֊1/2. Коэффициенты Ь} в решении (16) можно выразить через 
корни уравнения (17) х{ и (р2),(р1))(Ро) (13.а):

, _ 2с/-(2а- 1)(х2 +Хз - 2л -1) + х2х3
1 (^֊^Х^՜^)

£2 и Д, получаются из (19) циклической перестановкой букв х,,^ ,^.
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Таким образом, мы показали, что вне зависимости от характера 
случайного поля одномерной системы, зависимость среднего сопротив
ления от ее длины для всех состояний одноэлекгронного спектра пред
ставляет сумму трех показательных функций.

3. Неупорядоченная система со структурным беспорядком

Рассмотрим модель, в которой одинаковые неслучайные по
тенциалы расположены на прямой случайным образом. Будем считать, 
что среднее расстояние между ними больше радиуса их действия. В 
этом случае средние параметры, характеризующие рассеяние электрона 
на одиночном потенциале системы, примут вид

« = 1/Ю=УИ2 ^ = г/։\8 = г^, (м)

х = 1//2,7 = л2(ехр(/2Ла)), л2 = (ехр^ЗЫх^)),

где г,։ - амплитуды отражения и прохождения электрона через оди

ночный потенциал системы, которые в рассматриваемой модели яв
ляются неслучайными величинами.

Подставляя (20) в (14), для коэффициентов уравнения (17) полу
чим следующие выражения:

А=п21+т, В = -п21+п2т, С = п\ О^^-п^ру, (21)

1Де
л» = (1-л2)(2р1 +1), ру =Ц2^| , /=4соз2 у-1, сов^Ке^՜*®?՜1) .

Начальные условия (13.а) в этом случае примут вид

(ро) = °> (А)=И2/И2* (Р2) = <и2+т+1)А • (22)

Докажем теперь, что в рассматриваемой модели, вне зависимос
ти от характера рассеяния на одиночном потенциале, все одноэлек
тронные состояния локализованы, т.е. радиус локализации

< = Ьт —.—г (23)
^1п^)

конечен и не зависит от N для любых значений параметров г,։,к. Для 
этого приступим к исследованию корней характеристического уравне
ния (13). Из теоремы Виета следует, что корни (13)

^Х2^=л4^0. (24)

Из (24) следует, что если все три корня действительны, то все они 
должны быть положительными, либо один положительный, а два дру-
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гих отрицательны. Когда уравнение (13) имеет один действительный 
корень, то он должен быть положительным.

Покажем, что среди корней уравнения (13) всегда имеется хотя 
бы один действительный корень, который больше единит ты. Рассмот
рим функцию

Г(х) = х3 -(п21+т)х2+п2(1-т)х-п\ (25)

нуля которой определяют корни уравнения (13). Легко убедиться, что 
для всех значений параметров 1,т,п2 функция /(х) в точках х=±1 от
рицательна, при х-х» функция /(х)->сс и при х->-« /(х)->-оо. От
метим, что функция /(х) имеет два экстремума. Из вышеперечислен
ных свойств функции /(х) следует, что уравнение /(х)=0 всегда имеет 

один действительный корень, больший единицы и больший модулей 
двух остальных корней. Отсюда, в частности, следует, что при ^ ->® 
асимптотическое поведение среднего сопротивления Ландауэра (16) 
имеет вид

(р«)=Ь!/-։/2. (26)

Здесь через у, обозначен корень характеристического уравнения (13), 
который у։ ^ 1, и 1 > |у2|,|у3|, где у2,у3 - остальные два корня.

Подставляя (26) в (23), получим зависимость радиуса локализа
ции от энергий одноэлектронных состояний и параметра беспорядка 
системы:

Как видно из (14), (15), зависимость радиуса локализации от параметров 
задачи имеет сложный трансцендентный характер.

Интересно рассмотреть случай слабого беспорядка рассматри
ваемой модели (1-л2 =s«l) для энергии падающего электрона, соот
ветствующей разрешенной зоне (| Rete՜1^՜1) |S1). В этом случае будем 
искать решение у։ в виде

у։ =1+Ду (28)

и Ду«1.
Подставляя (28) в уравнение (13) и оставляя только члены, 

линейные по Ду, получим

Ду = 4p։s/sin2 у. (29)
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Подставляя (29) в формулу (27), для радиуса локализации окон
чательно получим

^ =Р1х/ап2/. (30)

Как видно из (30), при $ = 0 (упорядоченная система) радиус локализа
ции обращается в бесконечность.

Заключение

Развитый в данной работе метод позволяет найти среднее со
противление неупорядоченной системы потенциалов с произвольными 
композиционным и структурным беспорядками. Особый интерес пред
ставляет техника получения рекуррентного уравнения для (рх) систе
мы с произвольным беспорядком. Предложенный метод можно легко 
обобщить для исследования вопросов самоусредняемости ры .

Подробно исследовано решение уравнения (рх) для системы с 

произвольным структурным беспорядком. Важным является результат, 
утверждающий, что вне зависимости от вида одиночных потенциалов 
системы, структурный беспорядок всегда приводит к локализации всех 
состояний одноэлектронного спектра.

В заключение рассмотрим класс неупорядоченных систем, 
состоящих из так называемых случайных безотражательных ям, в кото
рых [17]

^М и КФ1 (31)

для всех к и для всех реализаций поля ямы. В этом случае из (31) и 
(10) параметры уравнения (13) запишутся

а=1, Д = 0, у = 0, ^ = 0,^ = ^), Я^дм). (32)

Согласно (32), формулы (14),(15) и (13,а) примут вид
А=0, В = 0.С = 0, 0 = 0 (33)

И

<Ро) = О, (А)=0, Ы = 0. (34)

Тотда из уравнения (13) вытекает, что

Ы = ° (35)

для любого ^ и ^. Результат (35) означает полную делокализацию од
ноэлектронных состояний в одномерной неупорядоченной системе, 
что является особенностью рассматриваемой модели (31). Аналогичный
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результат был получен в работе [18] методом обратной задачи рас
сеяния.
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ԷԼԵԿՏՐՈՆԻ ՑՐՈՒՄԸ ՍԻԱՉԱՓ ՊԱՏԱՀԱԿԱՆ ՑՐՈՂ 
ԿԵՆՏՐՈՆՆԵՐԻՑ ԲԱՂԿԱՑԱԾ ՑԱՆՑԻ ՎՐԱ

Դ.Մ. ՍԵԴՐԱԿՅԱՆ, Դ.Հ. ԲԱԴԱԼՅԱՆ, Ա.Ժ. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

Միաչափ կառուցվածքային և կոմպոզիցիոն անկարգավորվածություններ ունեցող 
սիսսւեմի միջին կինետիկ բնութագրերը գտնելու համար առաջարկված է նոր էֆեկտիվ 
մեթոդ: Ստացված է հավասարում, որը որոշում է միջին դիմադրության կախվածությունը 
սիստեմի ցրող կենտրոնների թվից, էլեկտրոնի էներգիայից և պատահական դաշտի 
պարամետրերից: Ցույց է տրված, որ անկախ պատահական դաշտի բնույթից, միջին 
դիմադրության կախումը սիստեմի ցրող կենտրոնների թվից, մեկ էլեկտրոնային սպեկտրի 
բոլոր վիճակների համար ունի երեք ցուցչային ֆունկցիաների գումարի տեսք:

ELECTRON SCATTERING ON THE ONE-DIMENSIONAL CHAIN
FROM RANDOM POTENTIALS

D.M. SEDRAKIAN, D.H. BADALYAN, AZh. KHACHATRIAN

New effective method is suggested for calculation of kinetic characteristics of the one- 
dimensional disordered systems. It is shown that the dependence of the average resistance on 
the length of the system is a sum of three exponential functions for arbitrary random field. It is 
proved that all one-electron states are localized for an arbitrary one-dimensional structural 
disordered system.
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