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В работе развит новый метод, позволяющий провести точную процедур} 
осреднения сопротивления цепочки из периодически расположенных случайных 
короткодействующих потенциалов. Показано, что зависимость среднего сопро
тивления системы от ее длины, при произвольном характере беепоря тка на 
центрах, есть сумма трех показательных функций. Исследован характер локалн- 
1аини состояний в зависимости от параметров беспорядка системы и энергии 
одяоэлектрониых состояний.

Введение

Для одномерной системы электропроводность а при нулевой тем
пература есть обратная величина сопротивления Ландауэра, которая 
в свою очередь может быть представлена как [1,2]

Р=Я1Т. (1

где R и Т—соответственно коэффициенты отражения и прохождения 
электрона.

Как известно, проблема нахождения средних кинетических харак
теристик одномерных неупорядоченных систем представляет большой 
интерес (см., например, [3—14]). Это связано, в частности, с тем, что 
в ряде случаев одномерные модели допускают точные решения, что 
позволяет проследить за эволюцией электронных состояний в зависи
мости от размера образца, при произвольном значении силы взаимо
действия. Так, среднее сопротивление Ландауэра <р> для одномер
ного металла с неподвижными рассеивателями, где все электронные 
состояния локализованы, при пулевой температуре выражается через 
длину цепочки Ь, когда Л֊>оо, следующей формулой [! —)| (й=е*=1);

<£>=1/2ехр(£/е), (2)

где угловые скобки <„.> означают усреднение по всевозможным реа
лизациям случайного поля. Здесь £—радиус локализации одноэлек
тронных состояний, который зависит от энергии электрона, вида слу
чайного поля и не зависит от длины цепочки.

В работе [15] получено точное решение для среднего сопротивле
ния и найдена зависимость радиуса локализации от параметров бес- 
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пс ядка и энергии электрона для модели цепочки из периодически 
и* положенных случайных 6-рассеивателей, когда среднее значение 
пс^енниала равно нулю. В [16] методом трансфер-матриц был ганден 
общий вид решения для среднего сопротивления модели, рассмотрен
ий в [15], когда среднее значение потенциала отлично от нуля.

В настоящей работе развит новый метод, позволяющий в наиболее 
< бшем случае- найти точное решение для среднего сопротивления це- 
почки из случайных короткодействующих потенциалов. Показано, что 

<< одноэлектронные состояния локализованы н найдена зависимость 
ь.гиу'ь локализации от параметров системы для все.՝: значений энер

гии одиоэлектройного спектра.
В и.I настоящей работы дается постановка задачи и приводятся 

некоторые результаты работ [14. 15]. В п.2 получено уравнение, кото
рому удовлетворяет среднее сопротивление системы Далее, в п.З да- 
<‘тся точное решение уравнения, полученного в п. 2. проводится его 
анализ и находится радиус локализации.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу определения среднего Лапдауэровского сопро
тивления пеночки из К случайных 6-потенциалов, расположенных в 
произвольных точка;. Л,, X, ... Ху:

У(Х)=^ У^Х-Х,). (3)

Пусть мощности 4-потенциалов Гг V,, ... Уд суть независимые 
случайные параметры, принимающие значения в интервале [—иг 2, 
то/2] с одинаковой функцией распределения /(У<), которая может 
быть произвольной функцией.

Как было показано в [14,15], процедура усреднения сопротивле
ния в рассматриваемой модели может быть представлена как

и՛/։ ■"/։ ев
<Р(У> = у ^... у (п^г* -1)/(У, Х( у.)... /(Ул)<лм У* - • • ^ Уд.,

/2 :г/2 Ш.72
(4) 

где /\ есть следующий ряд:

О«-Н^ V ^֊^..........^.'п(1-«жиЖХЛи֊Х„)).

(5) 
Здесь А’2 £ есть энергия электрона.

Таким образом, задача нахождения среднего сопротивления пред
полагает интегрирование выражения (4). Как следует из представле

ния Од в виде ряда (5), для произвольной реализации случайного поля 
сопротивление рд- содержит только линейные и квадратичные члены 
относительно параметров УР У։, ... Уд. Соответственно, среднее сопро- 
■ явление<рд при произвольном характере распределения величин У,
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з интервале [—и՛ 2. а>'2] выражается через среднее 1\1>-:' 11 
среднеквадратичное ( ^1\>=а) значение случайного поля.

В [15] была рассмотрена и точно решена задача определения 
> (4). когда средний потенциал равен нулю «1 г>=0 и <3 ^

=0). что соответствует случаю, когда ^(1 /) есть произвольная четная 
функция. Непосредственное интегрирование (4) для произвольною
Д и,), т. е. когда <Е>-0 и <Г;>=0. сопряжено с определенными
математическими трудностями, которые не позволяют определить
<о.\> непосредствен Ю из (4). Техника нижеизложенного метода за
ключается и нахож тении среднего сопротивления </«д^>. не выполняя
процедуру усреднения (4) непосредственно.

Приведем некоторые соотношения, которые будут использованы
п дальнейшем. Рассмотрим ряд (4) как функцию от дискретной пере 
меннон и запишем его в виде

Д =Рд_։ Р О։=1 + . (6)
24 24

Тогда, как следует из (5) и (6), величина Л\ может быть представле
на с помощью рекуррентного уравнения:

5 =1 5։=1. (7)

где /,у.д_я = 1—ехр/2£(Х.\—ЛСУ-Л Записывая (6) в виде

Л + + (8)
24 24 24

и учитывая (7), между величинами 5.у,5л'-||О.у-1 можно получить 
следующее соотношение:

Ол-1=(1//.у.Л'-1)5Л+(1-1/Л..у֊1)5.у. (9)
Рассматривая соотношение (9) в случае, когда переменной ^ со

ответствует число .V—1, и вычитывая его из Л,у_1 (9), для величин 
5Л- получим отличное от (7) рекуррентное уравнение:

։>-^« Л«+ /£^1$Л_,-£^-Д^^^ (Ю)
I 24 /Л’-1,Л’—/л -1,л՛ ։

где / л„у_п=ехр/24(А\—Лд-я).

Интересно отметить, что подстановка Эл и 5д_| из (6) в (10) сра
зу приводит к рекуррентному уравнению для D^I полученному ра
нее в работе [9].

2. Уравнение для среднего сопротивления < рд

Как было отмечено выше, определение среднего сопротивления 
<чРл> нз (4) прямой подстановкой Лд (5) в (4) с последующим инте
грированием по параметрам К։, К2, ...» Рд-, для произвольной функции
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распределения значений мощностей 6-потенциалов, не представляется 
возможным. Ниже мы покажем, что когда 6-рассеиватели в цепочке 
расположены периодически, то возможно такое представление с.. ко
торое позволяет провести его усреднение для произвольных «Г(1 в 
общем случае и в результате полечить уравнение для О .

Прежде чем перейти к этой задаче, представим сопротивление -^ 
цепочки из .V 6-потенциалов в виде суммы:

; ле
У. -1=/" Р:- ... -Ру.

Р и ^֊п^,\

(Ч)

(12)
Последнее, как следует из (6), может быть также представлено в виде

^^АД- ^ ^ А; -5АЛ (13)

Из ИЗ) видно, что относительно параметра И. величина/Л 
содержит только линейные и квадратичные члены, т. к. 5д и ^д содер
жат только параметры Уу. К........Гл ■■ Данное-свойство величпныА* 
имеет ключевое значение в процессе усреднения о. и связано с тем. 
что в рассматриваемой модели беспорядка случайные параметры 
ИР И,, .... Ид- нескоррелированы.

Рассмотрим модель, когда 6-рассеиватели в цепочке расположены 
периодично, т. е. |ХЯ •/,.[=«!« -/« , где «—период цепочки. Исполь
зование (9). (10) и (13) позволяет выразить величины Рд, Ру. । через 
УУ, 5,У-|, 5.у 2, 5л з и следующем виде:

/<ч-М$Л|’-^Кл^^ -^К.у 2|5.у_2|3-
2л 2л

_ Ег С*5,у_?5.у. з-Ь — С5 V. =5 у з.
24 24

Рл,-|=АдМ|5(у-1|*- ^.у-^л-г!1 +

+ С*«--ЛУ-З + ^ V 2$.} -3,
24 24

1х ^^^^с+с^^։՝ к<=^.¥-АС*/Г.

(14)

(15)

(16)

(17)
/(1-5)

рх=(1фр+-'-^(1 В)1 Д=ехр(/24«).
24 )

Как видно из представлений Р\, Р\.\ в виде (14), (15), искомые 
функции |5д|*, 5д 5д-ь 5у, 5д 1 и соответствующие им коэффициенты 
/-л. К.у при любом .V содержат различные по индексу параметры КУ. 
Причем искомые функции зависят от меньших по индексу параме
тров V , чем соответствующие им коэффициенты.
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Как следует из вышесказанного, при усреднении величин Рд՛, 
Рд-1 для модели, когда параметры КУ суть случайные независимые 
величины, их представление в виде (14), (15) допускает факториза
цию, т. е.

</-д • |$д|*>=<Ду> • <|5л|’> и т. д.
Таким образом, в выражениях </’л> и <У\-£>среднее от про

изведении искомых функций и соответствующих им коэффициентов 
есть произведение средних искомых функций и коэффициентов.

Рассмотрим среднее от величины РД+Р.У к

<СРх>=<Рх-±Рх 1>=<?л>-<Г'х-։х>- (18)

Тогда, используя (14), (15), для него получим следующее выражение:

</?А>=/..У><|5\|։>^<£Л>- (19)

где </.л>>=<Лл,_1> = ^ -Ь ±(С+С*)+|С|\ (19.«)
4 л

<СКУК,У>^|^Н»Н^(1+^М. (19.6)

Согласно (18) и (19), для нахождения разностного уравнения для 
Ол> необходимо получить разностное уравнение для <|5л |’>. Ис
пользуя (10), искомые функции |5,г|’ и |5\-||* можно представить в 
следующем виде:

|3д|*=| АУ- 1|*|5.у -1|* -{4:У-1ЛЛ-|+4\-1ЛХ-Г- 1 }|5.у-||* 4-
(20)

4 АУ- |5.у. 2$,у-з +АУ-1£.У-25Д -з>
|5.у-||’‘=Ил-г|։|5.у_г|։-'|5д-з|Ч^.у- гбд-гЗд-з-1 ^л-^д-збл-з, (21)

где 4д“Н ехр(2/4а)-|- (1 —ехр(2/Аа)).

Усредняя выражения (20) и (21) и учитывая, что <А,у> не за
висит от Л\ получим для <|5д|*> следующее рекуррентное уравне
ние:

<|5;у|*>=(/4-т)<|5л.-11*>-(/֊т)<|5д_г|*>+<15Л_з|*>, (22)
где
/=4^соз(4а)+ ^81п(4а)^-1, т=2^֊-^(1-со5(24а)). (22,а)

Легко заметить, что величины <Р.у? удовлетворяют такому же 
рекуррентному уравнению, что и <|$д'|>*, т. е.

<Лу>^/+т)<Рл--1>Н*֊*0<Лу-։> +<ЛУ-З>. (23)

Действительно, если подставить <А'Л> в виде (19) в (23) и учесть 
(22), то соотношение (23) превращается в тождество.
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Учитывая, что <Л\>=<р,\>-<р.\֊։>, для величины <Срл>
получим искомое конечно-разностное уравнение от дискретной пере
менной /V:

<Рл>=(М'«)<р.\-|>-(/-'»Х?л֊։> + <рл-֊з> +т. (24)
Расписав уравнение (24) для У н У—2 и рассматривая их раз

ность, мы получим уравнение (23).
Выбор неоднородной части уравнения (24), равной т, связан с 

требованием его выполнения для У=3. Как видно из (22), (23), вели
чины <Ал> и <|5\|’> удовлетворяют тому же уравнению, чтои<рд;
с неоднородной частью, равной нулю. Таким образом, задача определе
ния среднего сопротивления <рх> при произвольном характере рас
пределения мощностей 6-потенциалов в общем случае сводится к за
даче решения уравнения (24) с граничными условиями

л 22
<м>=2֊— соз(2^)4֊4 —у81п(2МЧ 2— +2~ (1-С05(2Аа)),

(26)

Выражения для <р0>. <р։>, <Л> легко получить непосредственно 
из (4) и (5).

В конце заметим, что решение рекуррентного уравнения (24) как 
«дифференциального уравнения» для дискретной переменной с «гра
ничными условиями» (25) равносильно решению «интегрального»
уравнения

Л-1

\ 4А։ / 4А։ з1п*(Аа)
У С -л<р (26)

я«1
где

сл=2 ^^֊-\ 1 -соз(2Аа//)Н-2 ^2 “ + — 1§(Ла)^51п(2Аш/). 
\ / \ 2л 4й։ /

Отметим, что при р=0 (средний потенциал равен нулю) уравне
ние (26) переходит в уравнение, которое было получено и решено в 
работе [15].

3. Среднее сопротивление системы и радиус локализации

Следуя работам [15,16], будем искать зависимость среднего со
противления цепочки от ее длины в следующем виде:

ХР՝^*—2 л^/ ^^о’ 
/-1

(27)

где А/, X/, Ап не зависят от ^. Подставляя (27) в (24) или же (26), 
получаем Ло=—1/2 и характеристическое уравнение для определения 
величин X/:
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х]-х](/ + /п)+л(/-л<)-1=0, (28)

где /=4cos։y—1. —cos(2An)). (28.а)

Подставляя решение (27) в «граничные условия® (25), с учетом 
характеристического уравнения (28) получим следующие уравнения 
для определения А

У (29)
~» 2

У А/ = 1 ՛ O’-^cos^u) (30)
"| 1-1 Xj Т cos’®

Так как уравнение (26) содержит в себе граничные условия (25), 
то уравнения (29)-(31) .можно также получить прямой подстановкой 
решения (27) в (26). Решение линейной системы уравнений (29)-(31) 
приводит к следующим выражениям для коэффициентов Л։, Л։, Л3:

А - 1 4Ж+0-(1+*,)(/+Щ—*1-2а г I) (32)
2 (Х։-Х։)(Х։-Х։)

где

2 4 16А*соз*?
Коэффициенты Л։, Л3 получаются из Л3 с помощью циклической пе
рестановки букв хр х։, х։.

Таким образом, зависимость среднего сопротивления цепочки от ее 
длины в общем случае выражается суммой трех показательных функ
ций от корней характеристического уравнения (28) х1։ х։, х3 с коэф
фициентами Л։ Л։ Л3.

Корни кубического уравнения (28) выражаются через радикалы:

Отметим, что при 0>0 уравнение (28) имеет один действитель
ный корень и два комплексно-сопряженных корня, и при 0^0 все три 
корня являются действительными.
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Интересно рассмотреть некоторые частные случаи рассматривае
мой модели. Сопротивление рд- для известной модели Кронига-Пенни 
(все 6-потенциалы имеют одинаковую мощность) можно получить из 
решении (27) подстановкой ։ = р։. Действительно, из (33) в этом слу
чае получаем

х։=1, х։=ехр(/2?), х։=ехр(—/2<е).
Тогда подставляя (36) и (32), имеем:

2 14АЧ1п։= ) 164* 81 пЧ

(36)

(37)

Подстановка (36) и (37) в (27) сразу приводит к известному
результату [9]:

_ V 81^1^)

44’ 81п*ф
(38)

1-де
у 

со8«р=(соз#а) 4— з(п(ла).
2А

Как видно из (38), при |соз?|<1, что соответствует спектру раз
решенных значений энергии электрона, зависимость рд от ^ имеет ос- 
цилляционный характер. Когда |соз?|>1, что предполагает подста
новку ф=17 в (38), сопротивление цепочки при увеличении ее длины 
экспоненциально растет. Рассмотрим другой частный случай, когда 
энергия электрона соответствует краю энергетической зоны (Ла=л, 
к2 = Е—энергия электрона) и параметры беспорядка аир могут при
нимать произвольные значения. В этом случае среднее сопротивление 
<Рл> имеет следующий вид:

(39)

Результат (39) легко получить из рекуррентного уравнения (26), за
мечая, что при ка = л для произвольного л величины сп=0. Как вид
но из (39), зависимость среднего сопротивления системы от ее длины 
состоит из линейного и квадратичного относительно ^ слагаемых. 
Степенная зависимость <о.у> от ^ приводит к тому, что состояние 
является делокализованым. Это хорошо известная особенность рас
сматриваемой модели, связанная с выбором потенциалов взаимодейст
вия в виде 6-функций [5].

Прежде чем рассматривать асимптотическое поведение<3>у> при 
А’-»-оо, выясним некоторые свойства корней характеристического урав
нения (28). Для этого запишем (28) в следующем виде:

/=^^±^±±,„-£±1. (40)
х х—1

Будем рассматривать I и т как линейно независимые переменные, а 
корень х характеристического уравнения (28) как некий независимый 
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параметр уравнения (40). Как видно из определений I п т (28.а), для 
произвольно заданных ка, ри։ («^0, ։—р!^0) они могут прини
мать численные значения только в интервалах

/е[-1;оо| и /в([0;ос|. (41)

Можно показать, что только для определенных х уравнение (40), ко
торое на плоскости (1;т) выглядит как прямая линия, пересекает об
ласть определения переменных / и т (41). Ясно, что действительные 
корни характеристического уравнения имеют такие численные значе
ния, для которых прямая (40) проходит через область (41). Это имеет 
место, когда х принимает значение в интервале

ль|-1;ос(. ' (42)

Из сказанного вытекает, что характеристическое уравнение (28) 
всегда имеет действительный корень, который больше или равен еди
нице. Остальные корни при 9<0 меньше единицы и при Q>0 модуль 
комплексных корней меньше единицы. Заметим, что возможно и нали
чие двух корней больших единицы (6^0). Следовательно, радиус ло
кализации, согласно (2) определяется формулой

Е^а/Хр (43)

где х,—наибольший действительный корень (Х|>1) уравнения (28).
Как видно из (43), когда Х| = 1, радиус локализации становится 

бесконечным, т. е. имеет место делокализация состояний. Действитель
но, как видно из (36), случай Х| = 02=1 соответствует модели Кронига- 
-Пепни “С^-<1/>։, когда энергия электрона лежит в пределах 
разрешенной зоны (|со8«р|<1).

Когда дисперсия потенциала отлична от нуля, то Х1 больше еди
ницы. Тогда все электронные состояния являются локализованными.

Найдем радиус локализации для физически интересного случая, 
когда энергия частицы лежит в пределах разрешенной зоны модели 
Кронига-Пенни, а дисперсия потенциала а намного меньше среднего 
значения потенциала, т. е. <^։>֊<1/>’<«гу. В этом случае х^ 
близко к единице и его можно искать в виде

л,= 1+Дх։ 0<Лх«1. (44)

Подставляя (44) в (28) и оставляя только члены, линейные по о2, для 
Ах получим

(45).3-/ 4

Подставляя (44) в (43), с учетом (45) для радиуса локализации окон
чательно получим

5=22£/«п1 у (46)
=’ \з1п(^1)/

Формула (46) определяет зависимость радиуса локализации от дис-
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Персии потенциала и энергии электрона при малых дисперсиях. Ра
венство .между корнями уравнения, т. е. Х|=х2=х3=1, выполняется в 
случае, когда Q = 0, что, как было отмечено выше, соответствует состоя
ниям Аа =лт(т=0,1,...). Как видно из (43), в данном случае состоя
ния являются делокализованными.

В заключение отметим, что в рамках рассматриваемой модели 
все состояния одноэлектронного спектра, кроме состояний ka=r.m 
(м = 0.1....), локализованы. Найдено аналитическое выражение для зави
симости радиуса локализации.от параметров беспорядка системы и энер- 
। пн электрона. Предложенный в работе метод может быть применен для 
нахождения средних значений более высоких моментов случайной ве
личины р.\, а также при решении задачи в случае горизонтального 
беспорядка.
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LOCALIZATION OF ELECTRON IN A ONE-DIMENSIONAL CHAIN 
OF PERIODICALLY ARRANGED RANDOM 6-SCATTERERS

D. M. SEDRAKIAN, D. H. BADALYAN, ASH. ZH. KHACHATRIAN

A new method is developed for the exact procedure of averaging the resistance of 
:he chain consisting of periodically spaced random delta-function potentials. It is shown 
that the dependence of the average resistance on the length of the chain, for an arbitrary 
disorder on the centers, is a sum of three exponential functions. The dependence of the 
localization radius on the energy of the incident electron and on disorder parameters of the 
chain is found.
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