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В работе получены линеаризированные уравнения движения магнитоупру
гости магнитомягкого ферромагнитного тела, когда берется нелинейный закон 
намагничивания. Приведен конкретный пример—устойчивость ферромагнитной 
пластины-полосы в однородном магнитном поле.

В последнее время наблюдается быстрое увеличение числа иссле
дований в области магнитоупругости [1, 2]. Особый интерес представ
ляют работы по магнитоупругой устойчивости и вибрациям тонкостен
ных тел из ферромагнитных материалов [3]. При решении различных 
задач большинство авторов [3—8] предполагают, что магнитное поле 
линейно связано с намагниченностью материала. Это справедливо для 
ферромагнетиков в области очень слабых полей и при сколь угодно 
больших полях для большинства неферромагнитиков. Поэтому пред
ставляет интерес рассмотреть нелинейную зависимость межу намаг
ниченностью и полем и их влияние на различные физические процессы 
(выпучивание тонкой ферромагнитной пластинки, на НДС материала 
и т. д.).

1. Пусть упругая диэлектрическая среда с упорядоченной маг
нитной структурой находится во внешнем стационарном магнитном 
поле с вектором напряженности Н° и вектором магнитной индукции 
В°=|10Н°, где Ро=4~ • 10-7н/А։—магнитная постоянная. Окружающая 
тело среда считается вакуумом. Под действием магнитного поля про
исходит магнитная поляризация упругой среды, приводящая как к из
менению магнитного поля во всем пространстве, так и появлению объ
емных моментов магнитного происхождения, плотности которых со
ответственно определяются формулами [1—3]

1=Ио(М • у) • Н; С-р0М -Н, (1.1) 

где Н—напряженность магнитного поля, М—намагниченность (маг
нитный момент единицы объема) среды, V—оператор Гамильтона.

Векторы Н и М в теле связаны с вектором магнитной индукции В 
соотношением В=р0(Н-{-М) И удовлетворяют (в квазистатистическом 
приближении) уравнениям Максвелла

гоШ=0; 61УВ=0. (1.2)

Движение деформируемого ферромагнитного тела под действием 
заданного поля будем описывать в прямоугольной декартовой систе-
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мё координат Х,Х2Х3. Начальное положение точек тела в этой систе
ме координат определяется декартовыми координатами ь - 2. • з. ко 
торые в дальнейшем в качестве лагранжевых координат используют
ся для определения текущего положения точек среды.

Под действием объемных сил и объемных моментов (1.1) (а так
же поверхностных сил Р немагнитного происхождения) среда дефор
мируется, и ее движение, помимо уравнений (1.2). будет описываться 
также следующими уравнениями [1—3]:

дх, | V дхп/ \

e^S^+c^O; f^֊'. (Л/” ^=1,2.3) 
дхт

и поверхностными условиями [1—3]:

п • [В—B«'»|=0, пХ1Н-НЮ]=0,

(1.3)

(1.4)

(1.5)

. . dut^ml ■’ - ---
дхт,

nl
dut

(1.6)

В (1.3)—(1.6) а* —компоненты вектора перемещений, SZm—тензор 
магнитоупругих напряжений Лагранжа, е<тл —символ Ливи—Чивита, 
։«*—символ Кронекера, р0—плотность среды до деформации, п° и nk— 
—компоненты векторов внешних нормалей к недеформированной и 
деформированной поверхностям тела соответственно, 7\т—компонен
ты тензора напряжений Максвелла:

Tmk~BmHk-±^mltW. (1.7)

Индекс «е» и в дальнейшем будет обозначать принадлежность рас
сматриваемой величины к внешней среде, а по повторяющимся индек
сам производится суммирование.

Из уравнений (1.4) видно, что тензор Sim вообще говоря не сим
метричен. Он становится симметричным только при отсутствии маг
нитных моментов (с*=0). Подстановкой значения с* из (1.1) в (1.4) 
последнее приводится к виду

^m*(S/m+Po-^//m)-O, (1.8)
откуда следует симметричность тензора Stm+toMtHm.

Нетрудно заметить, что система уравнений (1.2) — (1.4) не зам
кнута и к ней необходимо присоединить материальные уравнения маг
нитоупругой среды, связывающие характеристики деформируемого 
состояния (упругие деформации, напряжения, напряженность магнит
ного поля и магнитную индукцию). Уравнения состояния получаются 
из закона сохранения энергии и, согласно [1—3], имеют вид:

с dU , dU
Sil^pWj' —------ Ь/И/ —, (1.9)
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^1=-—; \ч=М,1ь,
0*1

где и внутренняя удельная энергия единицы массы, 
центы тензора деформации Грина:

2\дхе дхь дх^ дХ'/

р—плотность деформируемой среды. 
Используя (1.10), уравнения (1.9) запишем в виде

с ди м и
Л//=р։/*։/г -------- г?-оМ1Н1.

0&Ле

(1.10)

8*, — КОМПО-

(111)

(1.12)

Принимая во внимание симметричность первого слагаемого выра
жения (1.12), легко заметить, что условия симметричности (1.8), в 
силу (1.12), тождественно удовлетворяются.

Выражение удельной внутренней энергии деформируемого упру
гого непроводящего ферромагнитного тела, но обладающего пьезо
магнитными и магнитострикционными свойствами, следуя работам 
[1—4], выбирается в виде

21/ “ [>-՝с 1^1 je.it' +2?(К). (1-13) 

Тогда из (1.9) и (1.20) с учетом (1.13) получим

^и^Си^И'+^омо^<՛, М^/{Н) Нг, //-|Н|, (1-14)

Как показывают экспериментальные исследования [5, 6], магнит
ные восприимчивости различных магнитомягких ферромагнитных ма
териалов, в зависимости от величины напряженности магнитного поля, 
с достаточной высокой точностью можно аппроксимировать (исходя 
из основной кривой намагничивания) следующей формулой (форму
ла Дрейфуса):

7.(^1=-^ агс(в(аЯ), 

Но"
где (1.15)

Д,—индукция насыщения, рж—начальная относительная магнитная 
проницаемость материала.

Иногда вместо (1.15) используют зависимость Рэлея [4, 7]

Х(Н)=*„+ЬГ. Н, (1.16)

которая является линейным приближением формулы Дрейфуса и при
менима при Н<^Нс, где Нс—коэрцитивная сила. Если коэффициент не
линейности 6г=0, то из (1.16) получается зависимость х(Н)=сопз1; 
которая часто используется [3, 8] в материальных уравнениях магни-
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томягких ферромагнитных материалов (магнитомягкие ферромагнит
ные материалы с линейной характеристикой). Численные значения 
коэффицентов х0 и Ьг для различных ферромагнитных материалов 
приведены в работах [4, 7].

2. Переходим к линеаризации основных уравнении и граничных 
условий (описывающих поведение деформируемого ферромагнитного 
тела с нелинейной характеристикой в стационарном магнитном поле), 
приведенных в предыдущем пункте, принимая основные предположе
ния теории малых деформаций. С этой целью, следуя работам [1—3]. 
характеристики магнитного поля представим в виде

В=В0+Ь; Н-Но+П; М=М0-)т. (2.1)

Здесь Во Мо и Но—соответственно магнитная индукция, намагничен
ность и напряженность магнитного поля, возникающего во всем про
странстве вследствие помещения недеформируемого тела во внешнее 
заданное поляризующее магнитное поле В0; Ь. т и 11—добавления к 
указанным величинам, обусловленные деформацией среды.

Согласно сказанному, величины Во, Но и Мо определяются из ре
шения следующей задачи магнитостатики:

а) уравнения в области, занятой телом (внутренняя область):

гоШ0=0; С!1УВ0—О

в։-Ио(Но+м.)=М1+х(М»)1 • н0. (2.2)
б) уравнения во внешней области (область вне гела):

гоШ^—О; СИУВ'"=0

(2-3) 
В^=Р0Н^; <>=0.

в) условия сопряжения на поверхности Г недеформируемого тела 

поХ[Но-Н^)]=О; паВо-В^НО

(2.4) 
при (хп х„ ха)^.

г) и условия на бесконечности

В^>֊»В° при г=/л*+хр^՜—со. (2.5)

Характеристики напряженно-деформированного состояния тела, а 
также величины ь> И, и т определяются из уравнений и граничных 
условий деформируемого ферромагнитного тела. Принимая де
формации малыми, а также малость величин |Ь|> |Ь| и |т|, эти урав
нения и граничные условия, аналогично [1—3], линеаризуются. 
В результате, с учетом (2.1) — (2-5), получаются следующие линейные 
уравнения и граничные условия относительно магнитоупругих харак
теристик деформируемого тела: 
основные уравнения движения:
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О*,/+Но( WojHoi.fr Мо^^-^-п^Нц.^—
(2.6)

—У-оМо)Но:ли»л—11/.*11».1=Ро ~ , .
О г

вщ[ Ь*.] — Но/.тЧтЛ 1=0,

Ь^— Boj.kUt.i-O, (1,] Л= 1,2,3),
где

tlյ^-яi| +^о1Мо1^й(Но1ТП1+Н(чт1),
(2.7)

1и=РоН<иМо/-, ^ц^^цик к ^V■(l^l.յ-i-Uյ,i);

граничные условия:

ЛоД ///4՜ ^ц 1=0; Ло/( А/ ] итЛИОт\Во, | = 0,
(2.8)

в11т{ПО}[Ьл]—ПОтит./{Нол]}—0,
где

^М—ВыНо/ -Р Во/Л/4՜ Во^——р08// (Н*^ 2НомЛц). (2.9)

В уравнения (2.6) —(2.9) входит возмущенный магнитный момент 
ш. Из выражения (1.14) зависимость между т и Ь получится в виде

m-a.fi, (2.10)

где элементы матрицы а задаются формулой

Н* ^х Но^ й/
в^-+^^՛ а‘>=-7^-ан^- <2П)

В силу (2.11) уравнение движения магнитоупругой среды с нелиней
ной характеристикой (1.14) можно написать следующим образом:

Ли+-------  пгайсПуи 4-=-1-2—,
1-2^ р р дР

(2.12)
д1у[ (?+а)Ь |-Долой»,/=0,

еО*1 Ьк,1—Но].тит.к 1=0,

где /—единичная матрица, а компоненты вектора —1 задаются в 
И

виде:

— А—^пЛ1.1+Л „Л։,2 4- д„Аз֊з 4֊ 6МА1,2 4՜ А։։Л| ,з 4՜ А։։Л։,з4֊
Н

— [2М1)1Но\,/+Но}Мо/,/]— — MoյH^^\,ku■|l.յ—— ^1/,»ил,1',
Н НН
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(•и^/.^п+^^а’ Ьп—Нпа„+Нпа*»
Ьи=/Нп+ап • Н^, Ьи=7Нк+За^^-^ (213)
Ьи=7Нь+ЗаиНп+Ниа„, Ьи=2а„Н0^ а„Нп -а19Нп.

Выражения для ^Л и ^Л получаются из циклической 

перестановкой 1->2-»3—1. В граничных условиях (2.8) тоже надо 
учитывать соотношение (2.10).

В следующем пункте в качестве иллюстрации полученных урав
нений и граничных условий рассмотрим задачу магнитоупругой устой
чивости ферромагнитной пластины-полосы в однородном поперечном 
магнитном поле.

3. Пусть изотропная пластина-полоса с постоянной толщиной 2Л 
находится в поперечном магнитном поле Во(О, Во, 0), Во=сопз1. 
Рассмотрим плоско-напряженное состояние, т. е.

«։—«!(*։ ,л։), «։=«։(х։,л)։. «։=0,
(3.1) 

Ь<^>=(Л«֊')(л։,х։), й<М(х։,х։), 0).

Решение системы уравнений (2.12) будем искать в виде

“1(Х։,Х։)=ц(л։)ш)Лл։

и,(х1,х,)=т;(х։)։1п^1 При |л։|<Л, (3.2)
Ф<'>(л։,л^)=АсЬ(Лтл^)з1пЛж1

ФЮ(л։,л։)=а,зБпх։е-|А-,г| $1пЛхх при |х,|>А, 
где

и(х|)=^1311Л^+^1[(3—4»)։ЬЦ+ЦсЬЦ]+0} • ЛзЬ^х,,

«(л^-^сЬ^+^йл^ЬАл,-)֊^ • АсЬ(Аул։). 7*-(Ц֊ахх)/(Ц-ап).

Члены с коэффициентами Р“ и ^ учитывают влияние объемных 
сил магнитного происхождения:

(1—(•)՛ I ’ 12(1-.) 1 2(1-.)1

2 (1֊7*)։Г 2(1-*) I *2(1-*) Г

)^= 2^о/-(^о) ‘ ^о ) Но уЩ ) Н I 2(/^1£^оХ_)   Но!՛ 1 
и ’ Н °1 X 1+хГ

Подставляя решение (3.2) в граничные условия (2.8), для неиз
вестных коэффициентов <21,с1։,а1 и А получается система линейных ал
гебраических уравнений. Критическое магнитное поле, при котором 
пластина-полоса теряет устойчивость, определяется из условия равен
ства нулю детерминанта указанной системы алгебраических уравне
ний. В общем случае условие имеет довольно сложный вид. Если пред-
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положить, что т*Л<<1, то для определения критического магнитного 
поля получается следующее уравнение:

44^(1->)Ал[М^±Т*-1 44 • р°(1-,)АА 
Г^ -44 • £ • (1—<)АА-

֊ 44 ■ е^-х);* • Ай+у(ААЛ7*(1-аи)ЛА4-1]=О, (3.3)

где

Но^о ' аи е _ 1*0^0 ' 7. ' °ая 
н ’ 1 И

Отметим, что из (3.3) можно определить Н^ в области, занимае
мой пластино-полосой, а критическое значение внешнего магнитного 

поля Н^* = ° * можно определить из выражения 
Но

-^=1Н7.А*)1 А». (3.4)
- Но

Рассмотрим некоторые частные случаи.

О £(Яо)=СОП81=Нг-1.

Из (3.3) получим

НоН х Нг / 3 (1—^(нг+И)

Выражение (3.5) совпадает с аналогичными результатами, получен
ными в [3, 8].

2) /.(^^о+^'А

Из (3.3) следует

уу«7։йА • 4(1->)(х0+М/0^։(х.+2М70<Н

(3.6)

+ ֊(АА)’[ ААТ’( 1 +х0+2йг//0#) + 1 ] -0.

Предполагая АА(х0-|-Аг/70#)>>1, находим выражение

Но^о» 2 (АА)։
(хо+А^^у • (3.7)

которое получено в [7]. Результаты (3.5) и (3.7) можно получить 
также из (3.3), пренебрегая объемными силами, т. е. в (3.3) положить 
>։=>։=0.

3) /.(//.) =
3 

нА
аг^(А)-
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В этом случае получить из (3.3) аналитическую форм).!} для и 
очень трудно. Из анализа численных расчетов видно, что.

а) с увеличением В, (индукция насыщения) критическое маг
нитное поле уменьшается;

б) критическое магнитное поле монотонно возрастает с увеличе
нием ц(| и V;

в) пренебрегая объемными силами 0։='»=^)< критическое маг
нитное поле почти не меняется.

Таким образом, получены основные уравнения движения (2.12) и 
граничные условия (2.8) для магнитомягкого ферромагнитного тела 
с нелинейным законом намагничивания. Отметим, что эти уравнения 
и граничные условия в частном случае (х=соп81) совпадают с ана
логичными уравнениями и граничными условиями, полученными в [3].
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ՖԵՌՈՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ՄԱՐՄՆԻ ՄԱԳՆԻՍԱԱՌԱԶԳԱԿԱՆ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐՍ 
ԵՐԲ ՀԱՇՎԻ է ԱՌՆՎՈՒՄ ՄԱԳՆԻՍԱՑՄԱՆ ՈՏ ԳԾԱՅԻՆ ՕՐԵՆՔՍ

Դ. X. ՀԱՍԱՆՅԱՆ, Գ. Ե. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ

Ստացված են մ ագնիսաաոաձպական ֆե ռոմագնիս ական մարմնի գծայնացված հավա֊ 
սարումները, երր հաշվի է առնվում մագնիսացման ոչ գծային օրենքր։ Սերված է կոնկրետ 
օրինակ, որտեղ հաշվի է առնվում մագնիսացման ոչ գծային օրենքրt

MAGNETOELASTICITY EQUATIONS OF FERROMAGNETIC BODY 
WITH A NONLINEAR LAW OF MAGNETIZATION

D. G. HASANIAN, G. E. BAGHDASARIAN

The linearized equations of a magnetoelastic ferromagnetic body are obtained, when 
the nonlinear law of magnetization is taken into account.
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