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ФУНКЦИЯ ГРИНА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ В 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИ-СИММЕТРИЧНОЙ НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

Л. Ш. ГРИГОРЯН. А. С. КОТАНДЖЯН, А. А. СААРЯН

Институт прикладных проблем физики НАН Армении

(Поступила в редакцию 1 сентября 1994 г.)

Определена функция Грина классического электромагнитного поля для 
среды, состоящей из произвольного числа соосных цилиндрических слоев. В 
качестве приложения общих формул вычислена интенсивность излучения за
ряда, вращающегося вокруг цилиндра, окруженного однородной средой.

1. Введение. Для управления потоком излучения, испускаемого 
различными системами, широко используются поверхности раздела 
сред. Хорошо известными примерами подобного рода являются череп
ковское излучение заряда, движущегося параллельно плоской грани
це раздела двух сред՜ или летящего параллельно оси диэлектри
ческого цилиндра [1, 2]. В начатом в [3, 4] цикле работ мы рассмо
трим наиболее простые геометрии границ, когда возможно точное вы
числение функции Грина (ФГ) электромагнитного поля, а именно: 
границы со сферической и цилиндрической симметриями. Слу
чай сферически-симметричной среды рассмотрен в [4]. В [3] 
был предложен алгоритм решения уравнений Максвелла для сре
ды, состоящей из произвольного числа соосных однородных цилиндри
ческих слоев с разными диэлектрическими проницаемостями. В насто
ящей работе (пп. 2-4) он существенно упрощен путем замены диффе
ренциального уравнения, описывающего ФГ, соответствующим инте
гральным уравнением Липмана-Швингера. Идея такой замены нами 
заимствована из [5,6]. Выражения для температурной функции Грина 
в частных случаях цилиндра и цилиндрического слоя ранее были най
дены в [7] другим методом. В п. 5 исследовано синхротронное излуче
ние заряда, вращающегося вокруг диэлектрического цилиндра.

2. Постановка задачи. Рассмотрим электромагнитное поле, генери
руемое плотностью тока ] в цилиндрически-симметричной неоднород
ной среде с диэлектрической проницаемостью е (магнитную прони
цаемость полагаем равной 1). Векторный потенциал определяется ФГ 
по формуле

А(х)=ГС/Дх, х')/в(л')^х'. х=(*, г). (1)
2п*с 1

В соответствующим образом выбранной цилиндрической системе ко
ординат (р, <р, г) в силу симметрии среды
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О1г(хх’)= V I с/А^С^/п, А, «, р, рЭ/хр^Н?-?'^^2 ^ ^

-^֊П]\- <2)
Уравнение для Фурье-образа ФГ б/, (м, к, ш, р. Р ) следует ил урав 
нений Максвелла. В калибровке Лоренца и в матричных обозначениях

оно имеет вид
1 1 д~^- и) о (р, ?')= — /«(?-?'). ^вт՜^ А (3) 

где /—единичная 3X3 матрица здесь и ниже аргументы ш, к, ш функ

ции б/, опускаются),
, у -Ч1т^ 0 / 1/р+^Р ^/р

^= (2/т/р* / 0 ^= о 0 0) (4)
\ 0 0 /+1/р։ / \ 0 0 0

и, наконец.

С помощью функции б^>, являющейся
нения

да)__1/а(р_р') 
р'

решением укороченного урав

(6)

(3) можно заменить интегральным уравнением Липмана-Швингера
[4, 5]

С(Р. РЭ-О^Р. Р')+ [б<°)(р, р")^(р’)О(р", Р')Р"^Р" 
о

(7)

Таким образом, процедура вычисления ФГ разбивается на два основ
ных этапа: построение б<°>и решение уравнения (7).

3. иостроение функции б։°>. Для решения уравнения (6) заме
тим, что преобразованием

6<0>-=ЙО<°)2-1, Г=О?Й֊։ (8)

с матрицей

/ 1 
й — I —Л

\ О

-ят О
1 о
О 1

^т —
О, /п=0

1. т^О
О)

оно преобразуется к диагональному виду

Л О(Э>,в —։<р—р')» /г™б1ад/л----- - —■/+—г՜ ।/+ 1 \ (Ю)
Р \ Р Р ,- /

Решением этого уравнения является матрица 
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0«»—сЛа8(в-(н+։, gm.л, gm), (II)

в которой функция gm в свою очередь, является решением уравнения

(Н1/^т(р. р'^Лр-р')^'. (12)
Исходная же матрица 6։0> получается из (8), (9) и имеет вид

I ! gm+^՜\՜'1mgm-՚\ ^r‘m(gm+^—gm—^) 0 \
С'՞^ ( /М#™-!-?, + ։) £т-1 + ''т£т+1 0 ■ (13)

о о ^т)
До сих пор зависимость е=е(р) предполагалась произвольной. 

Перейдем к рассмотрению частного случая: слоистой среды в виде 
п+1 соосных однородных цилиндрических слоев с диэлектрическими 
проницаемостями во, ец .... ея:

•(₽)=%+2 («/—'ч-О’Кр—р/), (14)
/ 1

О (х)—ступенчатая функция Хевисайда. В каждом слое 1=сопз1 и 
(12) при р=#р' сводится к уравнению Бесселя. Пус ь р;<У<СР/+։- 
Тогда везде, кроме ;+1-го слоя,

вт^Ч^т^+Р^М, ?/<р<р<+ь /^А (15)

в ?, определяется выражением (5) с е = е/. Здесь /т и Н^—функ
ции Бесселя и Ханкеля I рода. Для упрощения записи в последую
щем Н(̂  мы заменяем на Нт. Из уравнения (3) следует, что ФГ, 
а поэтому функция «т и ее первые производные должны быть непре
рывными при р=р/:

ч^^-м)^-^^^^ 1=0,1. (16)

у։'1=<?'/(?р,1 причем ^в=0 и Чп—0. В /+1-ом слое

ет^՝\Ч1^т0-1р}^р1Нт{1.1р}, Р,<Р<Р՛ Н7)
'Ч^О'^+Р^О՝^ р'<Р<Р/+1

со следующими условиями сшивки при р = р':

Ч^М+Р^^ /֊=0,1. (18)

В (18) второе условие (/=1) получается путем интегрирования урав
нения (12) в окрестности точки р=р'.

Например, в случае одной границы при р = р1 получается:

^т(р.р')
к

21 ^(^т)

'Ы'#<)Нт(}#>)№(^^
—^тОсР^тОчр ^(Нт,Н т), р*\р, 

2Мт№)Нт(>,Р)'1Ч>1, Р>Р1
(19)

в случае р'^ь ■
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ШЛ^Н^^ Р<Р1

^т(р,?) 21 ^'(^.Н^ /»(>֊!?<^НтО^^^И^՜
т-Нт^нтм^^^ ?>Рз

(20)

в случае р'Х^. 3 (19). (20) введены следующие обозиачения: 

орх
В общем случае 2л+2 условия (16), (18) однозначно определяют 
2л+ 2 величины дн рн д/, р] и тем самым—функцию £т. Что же ка
сается О(0>, то оно определяется выражением (13).

4. Решение уравнения Липмана-Швингера. Перейдем ко второму 
этапу вычисления ФГ. Прежде всего заметим, что для «потенциалов» 

вида У=2 И'1 уравнение (7) можно заменить эквивалентной сис- 

темой уравнений [4—6]:

0<'>(р,р')= 0։'֊։>(р,р')+ | 0<'-։»(р,р") И'Чр")<7(',(Р".Р,)рЖ> '” Ь2. . • л.

6
(22)

где С(я>=0. В случае (14)

И0=^2^8(р-р/)О(р). (23)
«(Р)

и (22) преобразуется в алгебраическое уравнение, решение которого 
есть

0<П(р,рЭ=0<'-1)(р,рЭ+0<'-1^  ̂ (24)
где
ад--^^2^^^^ ,-^^^-5р[*(рх^^

։/֊Нг-1 (6/—^-11?/
(25)

Например, в случае одной границы

₽։- ~ ^л) 2 1-^^?Г-Т- (26)
(е1 6о)Рх 2р1 /—±։ ^(Лп+։.Нт+|)

В общем случае с помощью найденной в п. 3 функции б<°> и л-крат- 
ного применения рекуррентной формулы (24) можно вычислить исход
ную ФГ б.

5. Излучение заряда, вращающегося вокруг диэлектрического 
цилиндра. В качестве приложения полученных формул выведем вы
ражение для интенсивности излучения заряда у, в плоскости г=0 
равномерно вращающегося по окружности радиуса р0 вокруг цилин
дра радиуса р։(р1<р0). Плотность тока частицы

242



)1=ю1=^ЪаЩ—?'№(ч-^№^ г'^оРо. (27)
Ро

где соо—угловая скорость вращения. Подстановка этого выражения в 
(1) с учетом разложения (2) приводит к следующей формуле для 
векторного потенциала:

Л(х)= 2 е^֊^» ^ке-^А,п1, Ат[ = -^-Оп(р,Ро) . (28)

— 30

В сумме по т слагаемое с ?п=0 не зависит от времени и убывает на 
бесконечности обратно пропорционально квадрату расстояния от заря
да и, следовательно, не дает вклад в поле излучения. Поэтому далее 
можно полагать т#=0. Из (24) (г=1), (20) и (13) после несложных 
вычислений получим:

А*'֊֊֊ 2 *,В%Н”+'М ^=1.2; А^~0 (29)

в области р>ро. В (29)

^Wm+e(X։Pe)֊ и/ЛЛ.+а.^+Л^+Л^Ро)  ̂ )+
(30)

■^ 'TTW՜ ■^'"0 0pl)7m4 ։ (* °fJ1) У ^ \Jm+piHm+p)Hm+p(\,Po)- 
пР1 р-±1

Имея Ami, с помощью выбранной нами калибровки Лоренца можно 
вычислить скалярный потенциал и тем самым и напряженности элек
тромагнитного поля. Входящие в эти выражения интегралы по к на 
больших расстояниях (р»р0) упрощаются методом стационарной фа
зы. После этого можно вычислить угловое распределение интенсив
ности излучения (усредненной по периоду движения частицы) на 
частоте ты0:

dim сАт^^ЪГТ V^--Ч^^15-1’-5՞՜^^ p~v <31)

где О—угол между направлением излучения и осью цилиндра,

>х= ^^_/е,81П&, >֊0= ֊^2֊ /е0 —EjCOS*». (32)
с с

Рассмотрим предельные случаи общей формулы (31). В нерелятивист
ском пределе, когда чр<1, (=0,1. Х0-֊к։, используя соответствующие 
предельные выражения для цилиндрических функций, получим

dim = ?Ч /_у у՞ 1 +cos»H Г J + 8,-8, /РА2" Г Z^ 
dQ, 2к/е։\2/ [(т։ —l)!slntl]։ I ч+^^Ро/ I

где y=mp/8։sin&. В случае р1«р0 имеем >/р։<О, /=0,1 для не слиш
ком больших т и поэтому
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dlm _ (dIm\ 4. (dlm\ . (34)
dQ \dQ Հ01 \dQ / r?

где первое слагаемое в правой части описывает интенсивность синхро
тронного излучения в однородной среде с диэлектрической проницае
мостью в! [8, 9], а

dlm_ \ = ФУ/ ^Т 22215 ъп Л У՞
dQ /гр. c[(m—l)!sin&l։ Sj-Ho ՜ 'Po '

m
Ут(У)+у My)cos։ft X

X /n(y)+y^(y)cos։l>|

—поправка, обусловленная границей, Уm—цилиндрическая функция 
Неймана.
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ԷԼԵԿՏՐԱՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԻ ԳՐԻՆԻ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆ ԳԼԱՆԱՅԻՆ 
ՀԱՄԱՉԱՓՈՒԹՅԱՄԲ ԱՆՀԱՄԱՍԵՌ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ

I. Շ. ԳՐԻԳՈրՅԱՆ, Ա. Ս. քՈ^ԱՆՏՏԱՆ, Ա. Ա. ՍԱՀԱՐ8ԱՆ

Որոշված Հ դասական էլեկտրամագնիսական դաշտի Գրինի ֆունկցիան կամայական թր~ 
վով հտմաոանցր գլանային շերտերից բաղկացած մ իջա վայր ում։ Որպես րնդհանուր բանա
ձևերի կիրառություն հաշվարկված ^ համասեռ միջավայրում գտնվող դիէլեկտրիկ գլանի 
ZniPtP պատվող լիցքի ճառագայթման ինտենսիվությունդ

GREEN FUNCTION OF AN ELECTROMAGNETIC FIELD 
IN CYLINDRICALLY SYMMETRIC INHOMOGENEOUS MEDIUM

L. SH. GRIGORIAN. A. S. KOTANJIAN, A. A. SAHARIAN 1

The Green function of classical electromagnetic field is derived for a medium consisting 
of an arbitrary number of coaxial cylindrical layers. As an application of the general formu
la the radiation intensity from a charged particle, rotating aroung the cylinder surrounded 
by a homogeneous medium, is calculated.
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