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АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ДВУХУРОВНЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ДВУХ ВОЛН

А. М. ИШХАНЯН

Инженерный центр НАН Армении

(Поступила в редакцию 20 апуста 1993 г.)

Найдены импульсы, для которых уравнение Шредингера, описываю­
щее взаимодействие двухуровневой системы с двумя полями, сводится 
к уравнению Хенна. Найден случаи, когда решение задачи выражается 
в элементарных функциях.

1. Временное уравнение Шредингера для двухуровневой системы, 
взаимодействующей с двумя волнами, сводится к системе:

1аи= 1Уа2, 1а:1= И *а։,
(1) 

^г/ехрС-ад-р Уехр(-/Д24),

где и, У—действительные функции от 4; звездочка означает комплекс­
ное сопряженное.

При Д=У эта система эквивалентна двухуровневой задаче с од­
ной волной: и"=2£/со£(о4)ехр(—/-V), Д=(ДГ| Д2)/2, 8=(Д1—Д։)/2, 
для которой найдены широкие классы импульсов, допускающих ана­
литическое решение (см., например, [1—3]). В тривиальном случае 
Ах+А։ =0 W становится действительной, и система имеет простое ре­

шение: замена 2=2 С/созД^Л сводит исходную систему к уравнению

Якт + Я1 = 0.
Других аналитических решений системы (1) на сегодня, по-ви- 

димому, не известно. В этой связи заметим, что ввиду наличия у си­
стемы (1) особенности на бесконечности применение вычислительных 
методов для решения задач Коши крайне затруднено и, следователь­
но, нахождение аналитических решений представляет интерес, по 
меньшей мере, для тестирования численных методов-

2. Наличие в функции ТУ(4) составляющих ехр(4Д1>4) подсказы­
вает поиск £7 и У в классе действительнозначных функций от ком­
плексного аргумента £=ехр(454). Отметим, что к этому классу при­
надлежат, в частности, созЗ/=(г-4-1/г)/2 и з!по/.

Переходя в (1) к аргументу г и исключив а2, получим следующее 
уравнение:

а'"+~\а։-—• <2>

ТУ — £/(г)г~А>/5-|- 1/(г)^-А«/։, з=ехр(Й4).
Рассмотрим класс импульсов:
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^=^о(1+лг)'(1Ч-л/г)։=(1-<-2л-со8о(Ч-л’)։, г=Д։—Д։=^0. (3) 

V^nU, л = const, (/։=const.

Непосредственной подстановкой можно убедиться, что при а=—1 
уравнение (2) представляет собой уравнение Хейна [4], которое име­
ет четыре простые точки: z=0, —1/л, —п, оо;

с 
z+X/n

d ----------------------------Uz — 0
г(г-|-л)(2+1/л)

(4)

где «=«Р а=Д։/г, 6=1, с=0, d^-U2!(nV).

При а ——1/2 заменой зависимой переменной а^г^и уравнение 
(2) также сводится к уравнению Хейна (4) с параметрами:

а-22 HV3-H/2, 6=1/2, с=—1/2, d=^Hn-n)‘2.

а*Ч-’(Д1Ч-дг)/(2г)—^^*=0.

Ввиду наличия только простых особых точек решение уравнения 
Хейна может быть построено стандартным образом.

При а =—3/2 вместо (4) получаем следующее уравнение, имею­
щее также четыре особые точки:

/а 6 с \ d
I--------- 1------------------- Г ------------------ 2|։ Ч----------------------------------------- Я1/=0
\z z+n z+Mn J (z± nflz+XIn)* 

a^lb-Xfi, 6=1/2, c=3/2, d=-U2ln№.

(5)

Ыитопогнп. что при а = 0, то есть при Д։Ч֊Д։=0, точка 2=0 ста­
новится неособой и уравнение (5) представляй! собой интегрируемый 
« явном виде частный случай уравнения Римана [4]. Окончательное 
решение выражается в элементарных функциях:

ai—CЈ
гЧ-1/л 
зЧ-л

гЧ-1/л \Х։ 
z+n /

где Мд определяются из уравнения: /.’—Х/2—О^/[4Д^(л։—1)*]=0.
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ANALYTIC SOLUTIONS OF
TWO-LEVEL PROBLEM FOR TWO WAVES

A. M. ISHKHANYAN

The Schrodinger equation of two-state system in the field of two waves is shown 
to have analytic solutions for some pulse functions via reduction of the initial equation 
to the Heun's equatoin. For specific pulses the solution is found in terms of elementary 
functions.
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