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Получены аналитические выражения, позволяющие рекуррентным ։ 
образом вычислять коэффициенты прохождения и отражения от много
слойных сред. Отличительной особенностью предлагаемых выражений . 
является возможность, по ходу вычисления, получить распределение ам- 
я ан гулы поля в слоях многослойной среды.

Исследование особенностей отражения и прохождения плоских злей. - 
тромагнитных волн через слоистые среды имеет большое прикладное зна
чение. Этому вопросу посвящено большое число работ—как теоретиче
ских, так и прикладных. Достаточно полный обзор исследований в этом<. 
направлении проведен в работах [1—4]. Одним из центральных вопро
сов теории является определение коэффициентов прохождения и отра
жения от подобных сред. Как известно, соответствующие выражения 
для двух и более слоев чрезмерно громоздки [1] и на практике д\я вы
числений применяют матрич^яе и рекуррентные выражения [1— 4]. В 
случае большого числа различных слоев предпочтительными являются 
рекуррентные выражения, которые и широко используются в настоящее 
время [ем„ напр., 5]. Но как матричные, так и известные рекуррентные 
выражения не позволяют получить информацию о поведении амплитуды 
поля в слоях. В то же время подобная информация может быть полез
ной для прогнозирования изменений коэффициента отражения (про
хождения) в зависимости от параметров среды: толщины слоев, их от
носительных диэлектрических проницаемостей, числа слоев.

Ниже будут получены рекуррентные выражения, позволяющие опи
сывать также поведение амплитуды поля плоской волны в слоях много
слойной среды.

1. Основные соотношения

В настоящей работе решения волнового уравнения в слоях ищутся ՛ 
не в виде встречных волн, как принято, а в виде единого выражения

Е (г, 1)=(/(г)соз[ш2 — 5(։)], (1)”

где I) (г) и 5 (г)—действительные функции, описывающие распределе-
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ние по координате, соответственно, амплитуды и фазы волны. Такой 
поиск решения волнового уравнения предложен в [6, 7].

Подстановка (1) в одномерное волновое уравнение сводит его к 
-системе дифференциальных уравнений

^и _ у dY = П^е^
^ “ ’ d^ ( }

гдек0=—. е—диэлектрическая проницаемость вещества, а П—кинстам- 
с

та, пропорциональная плотности потока энергии волны [6]. Интеграл си
стемы (2) равен

С=Г3+-—е"։. (3)

.где С—константа интегрирования, пропорциональная плотности энер
гии электромагнитной волны.

В случае линейного однородного слоя (е=соП51) система (2) .инте
грируется в замкнутом виде, а расчет многослойных сред может быть 
сведен к рекуррентной процедуре, учитывающей непрерывность функ
ций Ь(г), ее производной У (г) и потока П на границе раздела двух 
сред [8, 9].

2. Вывод рекуррентных соотношении

Рассмотрим плоскую слоистую среду, состоящую из X слоев с 
■толщинами /( и диэлектрическими проницаемостями £1(1 = 1, 2....X). При 
падении плоской волны слева на рассматриваемую слоистую среду (ри
сунок) на выходе из нее, в правом полупространстве, имеем однородную 
бегущую волну. Как показано в [8], для нее выполняется условие посто
янства амплитуды, т. е. и(г) = сопз1, ¥(г)=0. Амплитуду волны на 
выходе из слоистой среды ввиду линейности задачи, можно взять про
извольной. Тогда для решения задачи можно задаться граничными ус
ловиями

(/(/.)--(/, У(/։) = 0.

-По заданному 11(11) вычисляется константа *

п = ^((ЛИво. (4)

которая неизменна во всех слоях (при отсутствии поглощения) [8]. Что 
касается константы С, то она меняется от слоя к слою, но постоянна в 
каждом слое. Для правого полупространства, с учетам того, что У(!։)—О, 
из (3) получаем

С0 = 2а0^(Л). (5)

В силу непрерывности Ы(г) и У(г) на границе слоев, в частности.
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i-ro и i-1-ro, из (3) получаем рекуррентное соотношение для вычисле- 
;ния константы С

С;-См + (։ - в,-,)£'’(/,), (6)

тде U(lj)—это амплитуда волны на правой границе i-то слоя (z =h).

Интегрируя первое уравнение системы (2) с учетом (3) в случае одно
родного i-ro слоя без потерь с диэлектрической проницаемостью fi и 
учитывая непрерывность U(z), Y(z) и П, получим для поведения ам
плитуды волны в i-ом слое (i=1,2...N)

LP (z,) = [ С,- /СР^П’ sin ?(/,)֊

-гре,^-^)

где И—координата выходной (неосвещенной) стороны слоя, г —текущая 
координата в слое (м.с рисунок), ф(11)—начальная фаза, определяемая 
амплитудой 13(1|) и знаком производной У(11) на выходной стороне слоя:

Arc sin

?(•;)=

I

fi-^^t/,)

ИО-ЧП5 ’

к — Arc sin

при Щ)>0,

^-23^4^) 
У С7֊48/ГР ’

при У(/,)<0.

(8)

Дифференцированием (7) легко увидеть, что знак У в точке И определя
ется выражением (для слоев с 1 = 2, З....М)

sign [У(/()] = sign [cos f(_։ (0)],
где

'f/_։ (0) = ? Vf-J — 2 /е(_1 ioli.p (9)
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т. е. ф!-|(0)—фаза на левой границе 0—1) слоя. Тогда окончательно 
для фазы ф(11) можем записать (1 = 2, 3,-..М):

Аге з1п

Т(/,)

Значение

С^-З^ОД 
V С] - 4е։п։

= •
х — Агсз1п

при со։ »(_։ (0) > 0,

С,-2^0'^) 
/С’-4е,П։

при соз <р(_| (ОХ 0.

ф(Ь) ■находится непосредственно из граничных
ходе из слоистой среды

▼ (/.)-

при ։

(10)

условий на вы

(И)

при в։ < е0.

Заметим, что из (7) при 1=1 можно получить известное выражение для 
поведения амплитуды поля в одиночном слое [10].

3. Алгоритм вычисления

Итак, мы можем построить следующую рекуррентную процедуру;
а) задаемся произвольным значением амплитуды ЩЬ) бегущей вол

ны в правом полупространстве '(к примеру и (11) = 1);
б) вычисляем по формуле (5) константу Со;
в) вычисляем С| по формуле (6);
г) вычисляем Ф (11) по формуле (11);
д) вычисляется 0(21) по формуле (7).
Далее последовательно по выражениям (6, 9, 10, 7) вычисления 

проводятся для всех остальных слоев, начиная с 1 = 2 до Ы+1, т. е. 
включая и левое полупространство. Полученное распределение ампли
туды поля в левом полупространстве позволяет определить модуль ко
эффициента отражения по полю:

1*1 =
^Апах____^т1п

Уиах 4“ итЬ
1 / £Ч£2П}\+1
Г сл+1 + 2п/^

Ввиду отсутствия потерь в слоях для коэффициента прохождения имеем

I Л-УТняГ’-

Заметим, что для вычисления коэффициентов отражения и прохож
дения (без распределения амплитуды поля по слоям) достаточно вычис
лять амплитуду поля по (7) только на границах слоев.
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В заключение авторы выражают надежду, что предложенный метод 
расчета слоистых сред получит распространение ввиду своей простоты 
и будет полезен также в методическом плане.

Авторы благодарны участникам теоретического семинара НПО «Ла
зерная техника» Ереванского государственного университета за полез
ные обсуждения.
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ՌԵԿՈՒՐԵՆՏ ԱՐՏԱՀԱՅՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ ԲԱԶՄԱՇԵՐՏ ՄԻՋԱՎԱՅՐԵՐԻՑ 
ԱՆԴՐԱԴԱՐՁՄԱՆ ԴՈՐԾԱԿՑԻ ՀԱՇՎԱՐԿԻ ՀԱՄԱՐ

2. Վ. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ, Ա. Վ. ԴԱՐ9ԱՆ

Ստացված են անալիտիկ արտահայտություններ, որոնք թուքԼ ^ն տալիս ոեկուրենտ ծնով 
հաշվարկել բազմաշերտ միջավայրերից անդրադարձման և թափանցման գործակիցները։ Առա
ջարկվող արտահյտությունների առանձնահատկությունը կայանում է նրանում, որ հաշվարկի 
ընթացքում հնարավոր է ստանալ նաև դաշտի ամպլիտուդի բաշխվածությունը բազմաշերտ 
միջավայրի յուրաքանչյուր շերտում։

RECURRENT EXPRESSIONS FOR CALCULATION OF 
REFLECTIVITY FROM MULTILAYER MEDIA

H. V. BAGDASARYAN, A. V. DARYAN

Recurrent expressions for calculations of transmissivity and reflectivity from 
multilayer media are obtained. A distinctive feature of proposed expressions is the 
possibility to obtain the distribution of field amplitude in each layer of multilayer 
medium.
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