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СУПЕРПРОСТРАНСТВА С ДВУМЯ КАНОНИЧЕСКИМИ 
2-ФОРМАМИ РАЗЛИЧНОЙ ЧЕТНОСТИ И СТРАННАЯ

СУПЕРАЛГЕБРА иО(И)

А. П. НЕРСЕСЯН, О. М. ХУДАВЕРДЯН

Ереванский государственный университет

(Поступила в редакцию 22 февраля 1989 г.)

Найдены векторные поля, сохраняющие одновременно четную и нечет­
ную невырожденные замкнутые канонические 2-формы на суперпростран­
ствах и вычислена супералгебра Ли этих полей.

1. На суперпространствах размерности t(2^, 2Л/), наряду с четной от­
носительно грассмановой градуировки симплектической структурой, задаю­
щей четную скобку Пуассона, можно определить нечетную симплектиче- 
скую структуру, задающую нечетную скобку Пуассона (скобку Бюттен) 
[1], которая, несмотря на широкое применение при квантовании произ­
вольных калибровочных теорий [2], и в механике оплошных сред [3], 
остается в физике экзотическим объектом. В работах [4], [5] исследовал­
ся вопрос о возможности описания суперсимметричной механики, задавае­
мой четным гамильтонианом Н и четной скобкой Пуассона {, }о, нечетным 
гамильтонианом Н и нечетной скобкой Пуассона {, }։, то есть построения 
таких Н, {, }1, что

{Я,^)0 = {Я,хл}։, (О

где лл — координаты фазового суперпространства.
Этот вопрос исследовался в связи с выдвинутой в [6], [7] гипотезой 

о том, что нечетная скобка Пуассона может играть в физике фундамен­
тальную роль. Поэтому представляется интересным изучение суперпро­
странств, наделенных одновремено четной и нечетной симплектическими 
структурами.

Согласно теореме Дарбу для супермногообразий [8], произвольная 
четная симплектическая структура, заданная на суперпространстве размер­
ности '(2^ М), координатным преобразованием приводится к виду

“0= 2 d хк Л. dxk+^ 4֊ ^ влdGx d 6Л, ев = +1, (2)

а нечетная симплектическая структура (она существует лишь на суперпро­
странствах размерности (Ь, £) — к виду

®1 = Y1dxmЛdB"^, (3)
т-1
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Заметим, что одновременное (приведение четной и нечетной симплектиче- 
ских структур к виду (2), (3), вообще говоря, невозможно, поскольку, 
согласно доказанной в [9] лемме, пространство векторных полей, сохра­
няющих одновременно четную и нечетную симплектические структуры, ко­
нечномерно.

Ниже мы полностью опишем это пространство для частного случая 
двух симплектических структур, одновременно приводящихся к виду (2) 
с ео = 1 и (3).

2-форме (2) с е0 = 1 соответствует четная скобка Пуассона

|р\<?т1о = 8*т. Р’. 03)О = 8*9. 1₽‘( гЛо=Г<*.0в}о = О, (4)
2-форме (3) соответствует нечетная скобка Пуассона

1ЛП, = («Д 0’^1. = ^։ (р\^}։ = (О’, б”), =0, (5)

где рк, чт (к, т = 1,...^) четные, О’ (։ = 1,...,2^ нечётные координа­
ты (2 М. 2 /V) мерного суперпространства.

Нахождение векторных полей УА, сохраняющих одновременно сим­
плектические структуры различной четности, очевидно, равносильно на­
хождению пар функций (Н, Н), удовлетворяющих уравнению (1), где 
{> }о, {, }1 — скобки Пуассона, соответствующие этим симплектическим 
структурам.

и связаны с // и Н выражением

Ид = {Я,х>‘|0 = (^хл},.

Во втором разделе найдены векторные поля, сохраняющие 2-формы (2) с 
е0 = 1 и (3). Ограничение ва = 1 и комплексные координаты, которые при­
меняются ниже, применяются лишь для облегчения вычислений. Процеду­
ра вычисления естественным образом обобщается для векторных полей, 
сохраняющих неканонические 2-формы.

В третьем разделе вычислена супералгебра этих векторных полей, она, 

оказывается содержит странную супералгебру UQ(t^). Показано, что га­
мильтониан общего положения, генерирующий найденные векторные поля, 
преобразованием, сохраняющим обе симплектические структуры, сводится 
либо к гамильтониану набора одномерных виттеновских осцилляторов с 
различными частотами (для четных векторных полей), либо к его суперза­
ряду (для нечетных полей).

2. Введем комплексные координаты

-к _ Рк ± '՛ Чк .к _ Рк — I Як
/Г ’ /2՜

В этих координатах уравнения (1.1) со скобками Пуассона (1.4) и (1.5) 
принимают вид:
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!д0Н = (- IX'"’ 0. н, (-1)^ д, Н~дп Н, 
г

- ։д'оН=(- 1)^Я) йЙ. Н)^ й‘н = ^^ 

д дгде (дв)>~ ^М>= ^>(д^= ^’(^ = ^Г-

Так как ^, ч*‘ — антикоммутирующие переменные, то произволь­
ная функция Л(л, я‘, ч>4*) имеет вид

Л г*, ч>7։’) = V Ат,п — Л (х, а )*։„.*„,/։.../Л X 
тл-о ։

Если А(г,г‘,'„■'Г} имеет определенную четность.то 

р (А)= р(Ат.п) = [т + п)1 тоА2. . (2)

Если А (г, г', У, ?!՛) вещественна, то А„,п = А*т.
Поэтому уравнения (1) можно записать в виде:

{дпНп,т = {-Х)^дхНл^.т,

- / а; нп,т=(- П*"’ й нп,т и, 

(_ !)/>։*) дг Нп.т = ди ЯЛ_1,т , (1 а)

(-\)р^д\Нп.т =доНп^.

Поскольку (01)* ((0։)*) означает просто вычеркивание вынесенного 
влево ч*(ч’*)» то из (1а) с необходимостью следует

/(—1)*"’
Нт+1,я = ,1 (Ч‘0о) Нт,п >

Нт,я+> =----- -------------^-до^Нт.я, (з>

(— уя) _ (— 1)ЛЯ) , _
Нт,п = -------------- (Ч " ^о) Нт—\,п > Нт,п = (4 ՛ 0е) Нт, л—1,т П

где (Ч.до)=£,1‘^, (Ч.д0)*=2^-^-.

Эти рекуррентные формулы позволяют выразить все Нт.„, Нт.п, че՜ 
рез Нй^Нй при р(Н) = 0, и Нй 0 ^Но при р (//) = 1.

Рассмотрим оба случая:

а) Р(Н) = О.
Из (2) имеем

И — Но + Н1։1 4֊ Но,о + Н0,7 -|- ... , 

Н=Н,0 4- Но,\ 4- Ноч 4֊ Н1г2 4՜ ... •
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Тогда из выражений (3) получаем

Нои— НУТ^о^Но, Н,о—Нод — ПУГ^о) Но,
Н^ =(’П до)Нм = — Цг1дъ) (игд0)* Но.

Поскольку 
N 

№0) (угдо) ^ 2 ^^7м\ д°’ 
аг* дгп

{утдо)*^-до)*/^ £ -=о,

для произвольной гладкой функции / (г, г*), то все остальные НП։П,. 
Нт,п равны нулю.

Подставив полученные выражения для Нт,п, Нт,п в (1а) (так как:
(3) есть следствие (1а)), получим условия на Но:

^Нп д'н0 
д г* д гп д г*к д ^п

Учитывая, что //„ — вещественная, получаем 
N ^

Но = ^ атп г" г*՞ + £ (Ьт х« + Ь*т ^) , 
т,п~\ , т=1

где атп = а*ят — эрмитова матрица, и, окончательно, 

.V ы
Н= 2 атих"^ —1Ч"”Г,1)+ 2 (Ьт г” + Ь*т г*՞!), 

т,п=1 т = 1
(4> 

^ N
Н=г £ атп(11'пгп — 2т*Г',) + ։'£ (Ьт11т — ЬтЦ*т)-

Гамильтонианы (4) генерируют четное векторное поле - 
* Г/ \ д 1

^=г' Г (5)՝

б) и#)=1.

Согласно (3) имеем

Н = Q = Н1,о-1՜ Нои-1՜ Н1>2 ֊1֊ Нг11... >

H=Q = Но + Ни 4՜ Н2,о + Яе,։+ ... .

Проделав вычисления, аналогичные вычислениям пункта а),, получим

H=Q = X ат* (г" «*“ + ։’Г*’Г") + 2 (Ьпхп + Ьп г*п)^ 
т,п—1 т-1

• (б> 
.V Ы

H=Q= — 2 атя (а"^'п + т(т/") — 2 (6Л^+ЬЛ<"). 
т,л=1 т—1
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Гамильтонианы (6) генерируют нечетное векторное поле

14 Г с) ] д
V, = - / V а,я Г — + г" — + V Ьт — . (7)

3. Выберем некоторый базис {з“т}( по которому разлагаются 
матрицы 1՛Опт, выделим в нем бесследовые матрицы:

Ясно, что |а*'т| образуют базис в алгебре и(^, а |а“т|— в алгебре 

хи (/V).
Тогда поля (2.5) и (2.7) разлагаются по такому базису-՛

(1)

Они образуют следующую супералгебру Ли относительно (анти) 
коммутирования (здесь и далее а, £=0,1)

№, У«]=0,

[^М֊!)’^'^^^ 

^,У0] = (1-(-1Г?) V», 

№^] = (!-(-!)*)¥-,

[V;, УЗ - 2г"' У(‘„П,„„+<1 -(- к-»» _т'<°°°‘> у», 

где г“^ определяется из условия,

Л ^п = £ («֊(֊П'Ч^Р + П ֊ (-1Г) ֊^Ц^֊ 84л, 
с 1-1 ;у
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Как видим, генераторы трансляций V* образуют в супералгебре- 
Ли (2) коммутативный идеал. Векторы VJ, V“ образуют в суперал­
гебре Ли (2) идеал, который, как нетрудно заметить, является стран- 

. ной супералгеброй UQ(N), она содержит в качестве центра V°o’ 
Профакторизовав по нему, получим классическую супералгебру U Q {N\ 
10].

Преобразование вида
N 

z'k = У{г" + с4, р (с*) = 0,

V‘== S ^V + rfS Р(^)-I,
л—1

где ск, dk — произвольные комплексные числа, at/* — унитарные мат- 
Nрицы: £ Uk U*k = Олт, сохраняет обе симплектические структуры.

Подходящим выбором Uk и dn,c", либо Ни Н приводятся к ви­
ду:

л' _ N
H=Z К&г*'-^-п"),Н= i ^ '^(^ z*k - ^ гк),

либо Q, Q—к виду

Q = 2 Xt(z* ’l’* + zk TJ*), Q= Ex* (z* zk 4- i^ t^.

В заключение авторы выражают глубокую благодарность Р. Л^ 
Мкртчяну за постоянные полезные обсуждения.
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ՏԱՐԲԵՐ ԶՈՒՅԳՈՒԹՅՈՒՆ ՈՒՆԵՑՈՂ ԵՐԿՈՒ ԿԱՆՈՆԱԿԱՆ 2-ՌԵՎԵՐՈՎ ՕԺՏՎԱԾ 

ԳԵՐՏԱՐԱԾՈՒԹՅՈԻՆՆԵՐՐ ԵՎ UQ(N) ՏԱՐՕՐԻՆԱԿ ԳԵՐՀԱՆՐԱՀԱՇԻՎԸ

Ա. ,. ՆԵՐՍԵՍ8ԱՆ, 2. Մ. ԽՈԻԳԱՎնՐԳՑԱՆ

ԳտՆվաէ են ^կտորա^ն ցերցաշտերր, որոնք պահպանէ են միաժամանակ կննա ա 

պոպգ կանոնական ոհմպե^իկ կաոռցվաեքներք ե նրանց ցերհանրահաշիվր.

SUPERSPACES WITH ODD AND EVENjUANONICAL 2-FORMS 

AND STRANGE SUPERALGEBRA bQ(N)

A. P. NERSESSYAN, O. M. KHUDAVERDYAN

The vector superfields simultaneously conserving the -even and՜ odd canonical 
simplectic structures are obtained and their superalgebras are calculated.
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ИНТЕРФЕРОМЕТРИЯ ИНТЕНСИВНОСТИ СВЕТА 
В СЖАТОМ СОСТОЯНИИ

Г. ю. КРЮЧКЯН

Институт физических исследований АН АрмССР

(Поступила в редакцию 30 декабря 1988 г.)

Исследованы квантовые аффекты корреляций интенсивности для света 
в сжатом состоянии, из которых следует метод его идентификации. Вычисле­
ны корреляционная функция интенсивностей света «а выходе из резонато­
ра н спектр флуктуаций .разности интенсивностей двух коррелированных 
мод ниже вакуумного уровня в невырожденном четырехволновом смешении.

1. Введение

Сжатый свет характеризуется вакуумными флуктуациями квадра­
турных амплитуд Ап А, поля излучения [1]. Для одномодового поля 
эти амплитуды связаны с операторами о+, а рождения и уничтожения 
'следующим образом

А (а + в+), А։=-^(а+-а), (1)

■причем [А1А^——^-. В сжатом состоянии поля среднеквадратичная 

.дисперсия одной из компонент в форме нормально-упорядоченного 
произведения операторов удовлетворяет неравенству
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