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Рассчитаны компоненты перенормированного тензора внергии-иыпульса 
электромагнитного вакуума в сферическом конденсаторе. Установлен ряд 
свойств этого тензора. Вычислены силы, действующие на бесконечно тон­
кие, идеально проводящие обкладки конденсатора, а также полная энергия 
вакуума внутри и вне конденсатора.

В работе [1] было показано, что две незаряженные, проводящие, па­
раллельные пластины в вакууме притягиваются с силой, обратно пропор­
циональной четвертой степени расстояния между ними. Этот эффект объяс­
няется зависимостью энергии вакуумного состояния электромагнитного по­
ля от расстояния между пластинами (см. [2]). Аналогичные задачи реше­
ны также в случае пересекающихся пластин, прямоугольного ящика, тора, 
цилиндра, и некоторых других конфигураций. Для сферической идеально 
проводящей поверхности полная энергия вакуума рассчитана в [3—6]. В 
работах [5, 7, 8] получены приближенные значения компонент вакуумного 
тензора энергии-импульса (ТЭИ). Ниже рассмотрен более общий случай 
сферического конденсатора. В предельных случаях он сводится к задаче о 
вакууме либо между плоско-параллельными пластинами, либо в сфериче­
ской полости в проводнике, либо вне проводящего шара. В [9] приближен­
ными методами вычислена сила, действующая на внутреннюю обкладку 
конденсатора. .Аналогичная задача рассмотрена в [10].

Вакуумное среднее ТЭИ электромагнитного поля определяется фор­
мулой

< о Ы0> = 2 т« (А:, А[\ (1)
а

где ^1к(Аа, Л4) — билинейная по вектору-потенциалу Аа форма, опре­
деляемая видом классического ТЭИ, |0 > — амплитуда состояния воз­
мущенного вакуума, [А՞, А* ] — полная ортонормированная система 
положительно- и отрицательно-частотных решений уравнений поля, опи­
сывающих фотон с набором квантовых чисел а [2]. В соответствии с 
симметрией задачи рассмотрим состояния а = (ш//пХ) с определенными 
значениями энергии ш (Й = с = 1), полного момента / = 1, 2, 3,• • •, его 
проекции тп .и четности (—1у-*+\ Будем пользоваться окулновской
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.__ 0 йтакойкалибровкеимеютсятоль- 
калибровкой: Д“ = (О, A), div Мд-О) и электрического (л=1) ти- 
ко поперечные фотоны магнитного к .
ПОВ‘ _ пекторы-потенциалы, нормирован-

Подставив соответствующ ы внутренней и внешней обкла- 
ные в слое а -С г л (а и л Н А J
док конденсатора), в 
зований получим

1
ч==~8^՜

(1) после суммирования по m и ряда преобра-

(2)

где е—плотность энергии вакуума, р и рх—его давления в радиаль­
ном и поперечном направлениях;

т* = diag (й» — Р> Р±> Р^>

Su (a, R, ш) = [arc tg SH (ша) — arc tg Su («Л)]/к, 

[“’ [^?+1 + П + 1) ?Li +(2Z+l)g? при g=e 
[1 -J- 2L (ша)] fW (а, г, ш) =[/(/ + 1) (2/ +1) шг~*g] при q = p„ (3)

g/i = jh (юг) - 2U (“a) nh (wr), в — p — 2Px = 0.

При этом Su (a, R, шя) = 0, 1, 2, " (СМ. [3]). В (2j w пробегает дис­
кретный набор значений wn, определяемый уравнениями S2>.I(’D„R) = 
^2и(шпа), которые вытекают из условий обращения в нуль соответ­
ствующих компонент напряженностей электромагнитного поля на иде­
ально проводящих обкладках конденсатора;

о (xy==\jiMlni^ при Х = 0 .
u ([x/ZWl'/lxn^x)]' при>. = 1.

Для регуляризации расходящихся величин (4) введем произволь­
ный обрезающий множитель К (ш, I) (р—параметр обрезания, ф0 = 1) 
такой, чтобы все суммы стали конечными. Задача теперь сводится к 
вычислению предела

reg<0|?rt|0>= lim [<0|тл|0> - <0|т,4|0>], (5)
•л- о

где |0 > — амплитуда состояния вакуума в пространстве без провод­
ников.

Нужно доказать также, что (5) не зависит от вида фщ фигури­
рующего в промежуточных расчетах. Для этого воспользуемся фор­
мулой

v =w -|- Г f(x)dx+i | /------ -—-----------
.^0 s'^n) J J I exp [—2xzs («)] — 1

ио

------------J dx> (б) 
exp [2xzs (— zx)] — 1 J

_  (0, если ։(0)^0, ±1, ±2,■•■ 
“ ~ I/ (0)/2s'(0), если s (0) = 0, ± 1,. ± 2, • ֊ •
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в которой суммирование проводится по всем ш„, для которых 
5 = 0,1,2'•• (в7(®л) =5^ 0), а функции 5 (а) и /(г) аналитичны в области 
х >0 (г — х + 1у) и удовлетворяют условию

/ (г) ' 1 — ехр [— 2™ (г) sgn (у)]]՜1 — 0, (7)

когда у—*+ж (равномерно по х^О) и х-> + оо. Ее нетрудно дока­
зать. Заметим, что она обобщает известную формулу суммирования 
Абеля-Плана (случай s (z) = z).

Регу*яризуя (2) с помощью (6), получим

regq = q°‘‘t (а, г) + q(nK^ (г), reg V = 0, (8)

q°uX = — j Zu (—) 2ш (z) rf1 (zx) dz, (9)

о

,oR) 1 ^f^R.DF^^zy)
q^aR} = — ■■ ---- hm V I z3 —----—-----s 7—-—dz. (10)

4«։Л‘ „-о ту J 2ш (z) — 2ш (za) ' '
0

Здесь x=rja^>l, y—r/R<^l,^=a/R; 2ш определяется выражениями (4) 
для 2м, если в них j, и nt заменить соответственно на модифицирован-' 

ные сферические функции Бесселя I и III родов (it (z) = р ~/2z Л+1/2 (z), 
ki(z) = V* f2z Kiri/7(z))l 7^(z, /) = [фр (Zz, Z) + фр (—fz, Z)]/2 и, нако­
нец, x|’> и Ffp задаются выражениями

/т£ц+ (^ + 1)^- (2/ + 1)^ При 7 = е, 
Z(Z+1)(2Z + 1H'S’ прид=рх; ՝

для »(’>(։) функция rtl = kt(s), а для /'’’(/, s) т;,։= ih (s) —(— 1)'U1 X 
X 2w (Z) Л/, (s). ՝

Выражение (9), описывающее свойства вакуума вне проводящего 
шара радиуса а (см. ниже), для частного вида обрезающей функции 
фр = ехр (— рю) выведено в [6] другим способом. С помощью извест­
ных разложений функций ii и kt [11] нетрудно убедиться, что в (9) и 
(10) интегралы и суммы по I сходятся настолько быстро, что к пре­
делу р-»0 можно переходить непосредственно в ZF(“>, (). Следова­
тельно, результат регуляризации не зависит от вида функции фр(ш, 2) 
и поэтому символ lim можно опустить, полагая Х* = 1.

При R -> со в (8) gZ"*։—*0, поэтому q™1 (а, г) описывает компо­
ненты reg ~ik вне идеально проводящего шара радиуса а. В случае 
a-* 0 мы имеем дело с полостью радиуса R в идеальном проводнике:

lim reg q = lim q^1^ = qin (R, r). (12) 
a-*0 a-»0

Выражение для qin элементарно вытекает из (10) (см. также [6]). 
Формально оно получается из (9), если сделать замены: ti^kt, a—>R 
и х-+у. Предел a-+R соответствует конфигурации с двумя парал­
лельными пластинами. В этом случае в (9) и (10) в суммы по Z основ­
ной вклад дают большие I, что позволяет воспользоваться равномер-
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н ыми асимптотическими разложениями для 11 и к։ [11]. Простые вы 
числения приводят к известному результату Казимира [1, 2].

Нетрудно показать, что внутри сферической полости, вне проводящего 
шара и внутри сферического слоя между проводниками та (ниже символ 
ге§ опускаем) удовлетворяет уравнению Т*А = 0. Здесь оно имеет вид 

р'(г)+2(р — Р1.)1г = 0- (13)

Рассмотрим теперь сферический конденсатор с бесконечно тонкими об­
кладками. В этом случае справедливы «обычные» равенства

/«<«> = ֊֊т^-А^-^^Н2- (М>

где Е— полная энергия вакуума (проинтегрированная от центра конден­
сатора до бесконечности), а [л (а) и /а (Л) — силы, действующие на еди­
ницу поверхности соответственно внутренней и внешней обкладок конден­
сатора. Аналогичная формула (/о(а) =— (1/4т:а2) </Е0,^а = 0,04618/4^) 
для отдельной сферической поверхности радиуса а выведена в [6].

Уравнения (14) можно доказать с помощью равенств

Е=4«[а’/я (а) 4-/?’/«(/?)],
ОО

Л А (а) ^Л (а) ֊/о (а) = ֊ £ (2/ + 1) R
о

/ е, (х)/е/ (ха) [1 + 1(1 + 1)/^’аа] е, (г)^\ (га) )
( 51 (г) а (га) —51 (га) 61 (г) з1 (г) е{(га) — з, (га) е{ (г) I

(15)

Д/о ( £) =/«(Л) ֊/0 (Л) = - £ (2/ + 1) Г г х

о
х |___М^)Мж)__________Ц+Т^ + Ц^^ ^

I 51(г)е1(га) — 31(га)е1(г) з, (г) е, (га) — з'((га) е'1 (г) I *’

5( (г) = ^1 (г). «I (?) = г к, (г), 

которые вытекают из (8)—(10) и (13). В [9] также выведена формула для 
/л (а). После вычитания /0 (а) и упрощений она сводится к Д^л (а) в (15). 
Формулу для Е можно легко обобщить на случай произвольного числа 
концентрических сфер.

Величины д°“', д{п рассчитаны в [8]. Для упрощения расчетов ав­
торы заменили 1'1, к1 соответствующими асимптотическими разложени­
ями, справедливыми при /^>1. Мы заново рассчитали д"', д'՞, исполь­
зуя точные выражения для й, кь Результаты этих расчетов показы­
вают, что относительная ошибка данных, приведенных в [8], состав- 
ляет~1О*/о. В табл. 1 приведены результаты вычислений Дд=д<“л’ (г)— 
— Ч,п(Е, г) в зависимости от г для ряда значений а = а/Е. При 
а<^.Я значения Де, Др, Дрх конечны для всех а < г < Л. В [9] вычис­
лена сила /я (а) тем же приближенным методом, что и в [8]. В табл. 2
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приведены результаты наших расчетов /к (а) с использованием точ­
ных значений й, к։. Относительная погрешность данных [9] достига­
ет 10%. В табл. 2 приведены также значения /„ (Л). Заметим, что при 
а/R ֊0,2 сила /и(/?)=0. По формуле, приведенной в (15), можно вы­
числить Е(а, R). Полная энергия вакуума оказывается отрицательной 
при 0,39 < а/Е<^ 1. Напомним, что значение 11т а Е = аЕ0 = 0,0462 

а-*0
было найдено ранее в [3 — 6].

Таблица Т

a/R (г— a) (Я — а) 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0.8 1

0.1 -10* Я4 Др 4232 587 187 83,6 45,2 27,4 18,2 9,42 5,67
— 104Я4Д։ -932 8,78 15,7 11.7 8,81 6,76 5,46 3,74 2,72

0,3 - 10» Я* Др 61,5 32,7 19,8 13,0 9.09 6,64 5,05 3,16 2,14
-10։ЛЧ։ -4,28 1,80 2,58 2,44 2,15 1,86 1,62 1,25 0,998-

0,5 — 10 Я4 Др 14,7 11,2 8.76 7,02 5,72 4,74 3,99 2,92 2,23
— 10Я‘Дг 1,35 1.72 1,75 1,67 1,55 1,43 1,32 1,13 0,976-

0,6 — 10 Я4 Др 29,8 24,7 20,9 17.9 15.4 13,4 11,8 9,26 7,45
-10Я4Д։ 4.73 4,98 4,90 4,69 4,44 4,18 3,94 3,49 3,14

0,7 -Я4 Др 7,89 7,03 6,29 5,66 5,12 4,46 4,23 3,56 3,03
-Я4 Де 1,71 1.71 1.67 1,62 1,55 1,49 1.43 1,31 1,22

0,8 -Я4Др 34,1 31,9 29,9 28,0 26,4 24,8 23,4 20,9 18,8
-Я4 Де 9,03 8,94 8,77 8,57 8,35 8,11 7,90 7,49 7,15

Таблица 2

a/R 0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8

V«(a)//o(«) 0 0,0119 0,216 1,39 6,28 25.4 106 518 3810

Д/«(Я)//0(Я) 0 -0,158 -1,42 -5,53 - -19,3 -61,2 -204 —826 -5120

■ Отметим, что расходимости уои/ и у"' на поверхности идеального про­
водника обусловлены соответствующими граничными условиями. В реаль­
ных условиях существует конечная глубина проникновения поля в провод­
ник. При высоких частотах вещество становится прозрачным, и поэтому 
вклад в (8) мультиполей с со 3> ш„ (со, — некоторая характерная частота) 
должен быть пренебрежимо мал. В этом случае отличия д’0' и у1" от 
(9) и (12) будут иметь место у поверхности проводников в слое тол­
щиной порядка ш0_1, а Ду останется в силе, если (/? — а) > ш՜1. В 
[12 —14] более подробно обсуждена природа расходимостей у0"' и у՛՜՞ 
и возможные способы их устранения.

Авторы признательны Г. С. Саакяну за интерес к работе и обсужде­
ния.
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ՖՈՏՈՆԱՅԻՆ ՎԱԿՈՒՈՒՄԸ ԻԴԵԱԼԱԿԱՆ ՀԱՂՈՐԴԻՉ ՄԱԿԵՐԵՎՈԻՅԹՆԵՐԻ 
ՄԻՋԵՎ ԴՏՆՎՈՂ ՍՖԵՐԻԿ ՇԵՐՏՈՒՄ

Լ. C. ԳՐԻԴՈՐՅԱՆ, Ա. Ա. Ս1ԱԱՐՅԱՆ

Գտնված են էլեկտրամագնիսական վակուումի վերանորմավորված էներգիայի-իմպուլսի 
թեն զորի բաղադրիչները սֆերիկ կոնդենսատորի ներսում։ Ապացուցված են այդ թենզորի մի 
շարք հատկություններ։ Հաշվված են կոնդենսատորի անվերջ բարակ, իդեալական հաղորդիչ 
РЬРЬгЪЬрк Հր* աԳԴոՂ վէսկ^^^^ային ուժերը, ինչպես նաև վակուումի լրիվ էներգիան։

PHOTON VACUUM IN A SPHERICAL LAYER BETWEEN 
PERFECTLY CONDUCTING SURFACES

L. SH. GRIGORYAN, A. A. SAHARYAN

The components of renormalized energy-momentum tensor are calculated for the 
electromagnetic vacuum in a spherical capacitor. Some properties of this tensor are 
established. The forces acting on infinitely thin, perfectly conducting plates of the 
capacitor as well as the total energy of the vacuum inside and outside the capacitor 
are calculated.
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