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Проблема эквивалентности канонического и большого канонического ан­
самблей для идеального бозе-газа рассматривается для общего класса регу­
лярных граничных условий (непритягивающие стенки). Показано, что имеет 
место слабая (термодинамическая) эквивалентность ансамблей, а сильная 
(статистическая) эквивалентность нарушается «ри появлении бозе-конден- 
сацин. В частности, флуктуации плотности числа частиц в основном состоя­
нии в каноническом и большом каноническом ансамблях для идеального 
бозе-газа различны в области, соответствующей появлению бозе-конденсата.

1. Введение

В недавней работе [1] обсуждалась проблема эквивалентности ан­
самблей для идеального бозе-газа. В ней были введены понятия слабой 
(термодинамической) и сильной (статистической) эквивалентности кано­
нического ансамбля (КА) и большого канонического ансамбля (БКА). 
Было показано, что последняя для идеального бозе-газа нарушается из-за 
аномальных флуктуаций плотности числа частиц (равных флуктуации плот­
ности числа частиц в основном состоянии) в БКА ниже точки фазового 
перехода, который связан с появлением бозе-конденсации, т. е. макроско­
пического заполнения основного состояния.

Для исследования проблемы эквивалентности ансамблей в работе [1] 
были использованы два метода. Первый — это обобщенный авторами для 
исследования статистической эквивалентности ансамблей подход Н. Н. Бо­
голюбова [2], который впервые обратил внимание на проблему эквива­
лентности КА и БКА1. Второй — это метод характеристической функции, 
впервые использованный для исследования идеального бозе-газа Кацем 
(см. [5]) и являющийся, в определенном смысле, более общим, чем первый 
метод.

1 В появившихся через несколько лет работах [3, 4] метод Н. Н. Боголюбова был 
переоткрыт и в некоторых пунктах уточнен; дискуссия о трудностях этого подхода со­
держится в обзоре [5].

Цель работы (работа состоит из двух частей) — продемонстрировать 
причины возникновения неэквивалентности ансамблей для бозе-систем, а
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именно, установить, является ли неэквивалентность следствием фазового 
перехода (бозе-конденсации) или аномальных флуктуаций плотности числа 
частиц. Первая часть (настоящая работа) посвящена идеальному бозе-га­
зу. Ее цель — продемонстрировать, что проблема эквивалентности ансам­
блей нетривиальна уже в этом случае, и изложить технические результа­
ты, необходимые для исследования неидеальных бозе-систем.

Напомним основное определение, которое является отправной точкой 
дальнейшего исследования.

Определение 1.1 [1]. Пусть
а) термодинамические пределы для плотности свободной энергии 

/ (0, р) в КА и давления р (0, р) в БКА существуют и связаны преобра­
зованием Лежандра:

р(?> н) = зир(рр—/(?, р)),

(1.1)' 
/(₽. р) = 8ир(рр —р(0, р));

б) для соответствующих значений химического потенциала р и плот­
ности р, которые определяются из (1.1), т. е. р = р (ц) или р=р (р), пре­
дельные состояния в обоих ансамблях совпадают:

<->кл (₽• ЙР)) = <->БКА(?. и),

(1.2>
^кл (?» ₽) = ^БКА (Р’НР))- ।

Тогда КА и БКА термодинамически (слабо) эквивалентны, если вы­
полняется условие а, и статистически (сильно) эквивалентны, если выпол­
няются условия а н б.

Замечание 1.1. Естественно, что проверка условия а много проще, чем 
условия б. Поэтому иногда ограничиваются только проверкой соотношений 
(1.1) и их выполнение называют эквивалентностью ансамблей [6].

Замечание 1.2. Может сложиться впечатление, что требование (свой­
ство) термодинамической эквивалентности а настолько слабо, что выпол­
няется для всех содержательных, с точки зрения физики, моделей. То, что 
это не так, было замечено в [7], а работа [8] посвящена анализу причин 
нарушения термодинамической (слабой) эквивалентности ансамблей для 
магнитных систем.

2. Идеальный бозе-газ. Бозе-конденсация

Пусть Лс^’— компактная односвязная область ч-мерного про­
странства с конечным объемом (мерой) |Л| = И и гладкой границей 
(сосуд Л) ^Л, Тогда пространство одночастичных состояний Нл — 
= 13 (Л), а одночастичный гамильтониан Т^ является самосопряжен­
ным расширением оператора кинетической энергии

Ал = - Д, ^(К, ) = с- (Л) (2.1)

\т — масса частиц, Д—оператор Лапласа), которое задается граничны­
ми условиями
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— ф(х)+ ’(*) = 0. ^А, 
^л(х)

(2.2)
а(х)>0, *€ЖП?Л

Здесь д/д л (х)- производная вдоль внешней нормали к поверхности 
дА, а а (х) - гладкая функция на этой поверхности. Известно, что
спектр оператора 7™ является тогда чисто дискретным и состоит из 
неотрицательных собственных значений 14°’(А)|^о> которые мы счи­
таем упорядоченными:

О^е^ЧАХ^ЦАХ-- - ֊

Как обычно, через 20'>=^Ял^ мы будем обозначать простран­

ство симметричных /У-частиЧных волновых функций, соответствующих 
состояниям N бозонов в сосуде А. Гамильтониан идеального бозе-га­
за в этом ^частичном секторе имеет вид

т™= £ (1 ® 1 ® • • • ® Л^®* • '^ 
/“1

(2-3)

пл = V + л 
2т ^^

Соответствующее фоковское пространство имеет вид Г(Н\) = ^^^, 

а гамильтониан идеального бозе-газа, действующий на плотной облас­
ти определения Р(7д,в) в этом пространстве, мы будем обозначать 
через 7\,,.

Напомним, что статистическая сумма для идеального бозе-газа при 
фиксированном числе частиц N в сосуде Л и температуре Р՜1 (т. е. в КА) 
имеет вид

^ХХТг ехрСХП^Х £ ехр(֊?у8<’ЧЛ)П,), (2.4) 
°л |Я|:уп/^| ьо

1>0

где суммирование проводится по числам заполнения и/ = 0, 1, 2, • ■ • 
для каждого из одночастичных уровней а|’) (Л). Соответствующая ста՜ 
тистическая сумма в БКА для температуры Р՜1 и при фиксированном 
химическом потенциале р < е^’) (Л) вычисляется явно:

*£’(₽. |9 = ТгЛНд, ехр (-Р ГД1.)= £ ^^^(Р, Ю = 
л-=о

= П (1 - ехр (- р № (Л) - р])|-1. (2.5)
/=о

Отвечающие этим ансамблям плотности термодинамических потенциа­
лов (плотность свободной энергии и давление) имеют вид
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1
Р^. Р) = - ֊Τ£ 1п {1 - е՜’^ '^’Г1

(2.6)

Поскольку нас будут интересовать свойства бозе-систем в термодина' 
мическом пределе (1-Нт), когда Л Z |К” и 77-+со так, что 77/У-+р 
(р — плотность числа частиц в системе), то удобно ввести функцию

М’,(^)=֊ 2 1 • (2.7)
{^’’(АК.)

Действительно, с ее помощью давление (2.6) можно представить в виде

Л” (₽. и)=- — Г * М” (е) ь (1 ֊ в-^). (2.8)
Р -о

и вопрос о существовании М!т для давления в БК А сводится к пробле­
ме существования (слабого) предела [9] для мер {^^’) (е)}АС|Л,.

Теорема 2.1.1 Предел ЛИ (в) для мер ^л’^Ллар?’ суще­
ствует, не зависит от граничных условий (2.2) и имеет вид

(2.9> 
\ т / 10/2)

Следствие 2.1. Из (2.9) следует, что (-Ит для давления идеального 
бозе-газа р^ (р, р) при р < 0 существует, не зависит от граничных усло­
вий (2.2) и имеет вид

₽(₽» и)=- к^)ь и - в-*-1’), 

о

(2.10>

С учетом того, что (-Ит е^ (Л) = 0, выражение (2.10 может быть 
продолжено (в силу непрерывности) для V ^ 3 в точку р = 0.

Следствие 2.2. Аналогичным образом для средней плотности
И 
V

числа частиц в БКА р<^ (р, р) = „о (?> и)» которая в конечном

сосуде А имеет вид

Р^(Р. н) = ^^(?> н) = ֊7 £ {Х^’-՝1’- 1)4
V 1-0

(2-Й)

< П/>А (₽, р) = {е”՛' I}՜1,

в пределе /-1пп при р < 0 получаем выражение

։ Подробное доказательство этой теоремы содержится в работе [10].
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X

p (3, и) = I ^/V(s) {e?с֊Ю - 1}֊։. (2-12)
о

Так же, как и выше, для v ^ 3 это выражение может быть продолжено в 
точку ц = 0, причем интеграл в правой части (2.12) достигает в этой точ­
ке своего максимума:

Рс(Р)=ЙР, и=о). (2.13)
Следствие 2.3. Для ч >-3 из (2.13) и явного вида (2.11) функ­

ции р^ (Р, I1) следует, что для р^-рс(Р) существует такая последова­
тельность I р д (р)}дс|р՝, что

а) рл\Р, Рл(р)) = р,

б) f-lim МР) = О, ^(р)|и_~4%М֊^(Р-Р‘(?^^

(2.14) 
я) Р^(Р, Йл(Ре))=Рс(Р), Рд(Ре)|^. г^ОЧ-аИ-т, а>0, 0<т<1.

Это означает, что в выражении для суммы средних плотностей числа 
частиц на каждом одночастичном уровне (при заданной полной плотности 
числа частиц Р>ре(Р))

Р =Рл) (Р» Ил (?)) = Ь ----- -- ---------------h у S < П/ >А (Р. RA );
И Л'Ο։А)-НЛ)_ 1 1

(2.15) 
первый член в правой части (плотность числа частиц в основном состоянии) 
в /-lim отличен от нуля и равен р0 СР), а второй член, в силу следствия 
2.2, сходится к ре(Р), т. е.

Ро(Р)=Р֊Ре(Р). (2.16)

3. Проблема эквивалентности ансамблей

Теорема 3.1 [2]. Для идеального бозе-газа КА и БКА слабо (тер­
модинамически) эквивалентны, причем средние числа заполнения в обоих 
ансамблях, при соответствующих плотностях и химических потенциалах в 
1-Нш, совпадают для е > 0 (либо ц < 0), а в основном состоянии совпа­
дают средние плотности числа частиц:

<п.ХР. р) = <п.ХР, Й(Р)),
(3.1)

, 1 . 1
f-lim у <п/-о>л (Р, p)=f-lim у<пг_0>л(Р, |ч (р)) = р0(р, р).

Здесь сходящаяся последовательность (RA(P)J определяется из урав­
нения (2.15), причем р(р<р։)<Ои ц (рс < р) = 0.

Замечание 3.1. Отметим теперь, что исключение из граничных условий 
(2.2) случая о (х) < 0, х^дЛ. («притягивающие» стенки) существенно.
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Особенности поведения идеального бозе-газа в этом случае рассматрива­
лись в работах [12, 13]. Они определяются тем, что теперь в М!ш в од­
ночастичном спектре остается связанное состояние, отделенное щелью от 
неотрицательного непрерывного спектра. Такая структура спектра приво­
дит к тому, что термодинамическое поведение идеального бозе-газа при 
ст (х) < 0 отличается от случая СТ (х) ^ 0: для размерностей V = 1, 2 
возможна бозе-конденсация, а для V ^ 3 характер бозе-конденсации отли­
чается от той, которая имеет место в случае «отталкивающих» стенок. По­
этому в настоящей работе мы ограничимся только случаем граничных 
условий ’(х)^-0, х^дЛ, а стремление ЛZ|R' будем понимать в 
смысле Фишера [14], например, как изотропное расширение произ­
вольного сосуда Лс|Н’. Это избавит от необходимости оговорок по 
поводу неизотропного роста Л, который может привести к явлению 
обобщенной бозе-конденсации (см. [11]).

Из определений КА и БКА следует, что средние в этих ансамблях свя­
заны соотношением

“ /ДМ / Л/ \

(3.3) 
^(*)= 2 Р^1^-

0 < ^ / < х

Здесь — функция распределения случайной (в БКА) величины— 
плотности числа частиц в конечном сосуде Л:

/СА) ( ч = рг(А)/-<-х = £ е^Л^, ц) . (3.4)

Таким образом, вопрос о сильной эквивалентности КА и БКА сводится к 
тому, какой вид имеет вероятностное распределение (3.4) в термодинами­
ческом пределе.

Теорема 3.2 [1,5Р . Распределение {^,А|1}дС|Я’ сходится (в сла­
бом смысле) к предельному распределению Лр,.л, плотность которого 
имеет вид ,

^■Д*) 

Л^к =։(Х_7№ „», ,=1.2, (3.5,)

։(«֊?«, с». 1‘<о(ра ИХР.)
<•->3 (3.56)

6(х--- Р«) [ Д-Ре] А / X \
—--------- -- ехр----------- — , Р = О (р>ре).

Р—Ре I Р —Ре ]

Следствие 3.1. КА и БКА для идеального бозе-газа (v^3) не явля­
ются сильно (статистически) эквивалентными: в точке р = 0 имеется бес­
конечное множество предельных состояний БКА, которые дополнительно
индексируются ПЛОТНОСТЬЮ р^-ре» причем ДЛЯ Р^Ре

1 Доказательство этой теоремы приведено в работе [10].
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^֊>БКА а Н = О I Р) =/= <->КА <₽’ Р>- <3б>

4. Заключительные замечания

Если условия, необходимые для перехода от КА к БКА, хорошо из­
вестны (см. [17]), то примеры, рассмотренные в работах [7, 8], показыва­
ют, что существуют модели, для которых

Р (Р. И) = sup (рр —/(₽, р)). (4.1а>

но в то же время

/(₽» ?)=> sup (рр —р(^, р))=/(Р, р). (4Дб>

Поэтому доказательство слабой (термодинамической) эквивалентности КА 
и БКА требует специальных аргументов1. Заметим, что заодно доказы­
вается и существование термодинамического предела в КА — обычно су­
ществование термодинамического предела в БКА извлекается из его суще­
ствования в КА (см. [14]); для идеального бозе-газа стратегия обратная.

1 Заметим, ыапример, что в таком известном курсе статистической механики, хак 
[17], при исследовании идеального бозе-газа в КА подразумевается, что слабая акви— 
валентность ансамблей доказана (см. [17], гл. 12, § 4).

Замечание о возможности различной степени эквивалентности ансам­
блей обсуждается в книге [14]. Там же указывается на связь этой пробле­
мы с центральными предельными теоремами для числа частиц в БКА 
[15, 16]. Здесь мы отметим только, что нарушение сильной (статистиче­
ской) эквивалентности ансамблей для идеального бозе-газа (* ^ 3) свя­
зано с особенностями флуктуаций плотности числа частиц в КА и БКА 
(см. теорему 3.2 и [1]):

Здесь й$ и И^ — соответственно дисперсии в БКА и КА.
Из (4.2) следует (неравенство Чебышева), что в БКА для ц = 0 на­

рушается закон больших чисел как для полной плотности числа частиц, так 
и для плотности бозе-конденсата. Как впервые отметили Березин, Синай 
[18] и Добрушин [22], ото нарушение может служить критерием для про­
верки существования в системе фазового перехода первого рода (плоский 
участок на р—р диаграмме, см. также [20]). Поэтому бозе-конденсацня 
в идеальном газе классифицируется как фазовый переход первого рода 
[5, 17], хотя некоторые авторы, основываясь на температурном поведении 
удельной теплоемкости, относят ее к фазовому переходу третьего рода 
(см., например, [21, 22]).
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ԱՆՍԱՄԲԼՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐԺԵՔՈՒԹՅԱՆ ՊՐՈԲԼԵՄԸ ԲՈՋԵ-ՀԱՄԱԿԱՐԳԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ 
(ԻԴԵԱԼԱԿԱՆ ԲՈՋԵ-ԳԱԶ)

Վ. Ա. SWbRU14, ՎԼ Վ. 4Ա4ՈՅԱՆ

Իդեալական բոդե֊դազի համար դիտարկված է կանոնական և մեծ կանոնական անսամրըլ- 
նեըի համարժեքության պրոբլեմը այն դեպքում, երր եզրային պայմանները ընդհանուր դաոի 
ոեդուլյար պայմաններ են (չձգող պատեր)» Ցույց է տրված, որ տեղի ունի անսամբլների թույլ 
(թերմոդինամիկական) համարժեքություն, իսկ ուժեղ (վիճակադրական) համարժեքությունը 
խախտվում է բոզե֊կոնդենսացիայի առաջացման պատճառով։ Մասնավորապես' իդեալական բո- 
դե-դազի դեպքում կանոնական և մեծ. կանոնական անսամբլների համար մասնիկների թվի խտու­

թյան ֆլուկտուացիաները հիմնական վիճակում տարբեր են բոզե-կոնդենսատին համապատաո- 
/.անող տ/րոլյթոսհ

ON THE EQUIVALENCE OF ENSEMBLES FOR BOSE SYSTEMS 

(IDEAL BOSE GAS)

V. A. ZAGREBNOV, VL, V. PAPOYAN

The problem of equivalence of canonical and grand canonical ensembles for 
ideal Bose gas is considered for a general class of regular (nonattractive walls) 
boundary conditions. It was shown that a weak (thermodynamical) equivalence of en­
sembles took place and a strong (statistical) equivalence was violated at the appea­
rance of Bose condensate. In particular, the fluctuations of the particle number in 
the ground state for the ideal Bose gas calculated in canonical and gKand canoni­
cal ensembles differ in the region corresponding to the appearance of Bose con don-


