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Установлено, что свободная поверхность однородной жидкости внутри 
быстровращающегося цилиндрического сосуда покрыта центробежными по­
верхностными волнами. При определенных условиях волновое движение на 
свободной поверхности жидкости может быть неустойчивым. Полученные 
результаты исследования подтверждены экспериментально.

Волны на свободной поверхности жидкости в роторе центрифуги име­
ют важное прикладное значение не только для гидродинамики внутриро- 
торных потоков, но и для других областей физики, где протекают волно­
вые процессы.

В настоящее время считается, что если цилиндрический сосуд (ротор 
центрифуги) с достаточно большой угловой скоростью вращается вокруг 
вертикальной оси, то можно пренебречь действием сил земного притяже­
ния и принять, что поверхности уровня (поверхности, в каждой точке ко­
торых давление постоянно) однородной жидкости представляют собой 
круговые концентрические цилиндрические поверхности, ось которых 
практически совпадает с осью вращения сосуда. Тогда в частично запол­
ненном однородной жидкостью сосуде ее свободная поверхность, как одна 
из поверхностей уровня, должна быть цилиндрической [1—3] (рис. 1а). 
Однако экспериментальные исследования показывают, что свободная по­
верхность однородной жидкости внутри быстровращающегося сосуда по­
крыта центробежными поверхностными волнами, которые на определенной 
глубине от свободной поверхности гасятся и поверхности уровня однород­
ной жидкости представляют собой круговые концентрические поверхности 
(см. тот же рис. 1а). Кроме того, при определенных условиях, когда ротор 
вращается с постоянной угловой скоростью, на свободной поверхности 
однородной жидкости параллельно образующей цилиндрической поверх­
ности сосуда могут возникать стоячие волны. При этом стоячая волна мо­
жет быть и одиночной. При определенных условиях стоячие волны разру­
шаются у гребней.

Рассмотрим частично заполненный идеальной жидкостью ротор дли­
ной I, который с большой постоянной угловой скоростью (о вращается от­
носительно вертикальной оси вращения 02, проходящей через его центр 
масс. Обозначим радиус невозмущенной свободной поверхности жидкости
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через /?0. а внутренний радиус ротора через R (рис. 16). Запишем ли» 
неаризованные гидродинамические уравнения [4—6]

&и а 1 др------ 2ши =------- — ’
д1 р дг

^֊' + 2ши = ——(2)
д1 рг о»
'(^-^-У^г0’ ®

\Ог Г ОУ Г / 01

где и н V — составляющие скорости частицы жидкости соответственно в 
направлениях гиб,/ — время, р — плотность жидкости, р — давление, £— 
радиус возмущенной поверхности жидкости.

Рис. 1. Схема ротора: а—форма свободной поверхности (слева—цилинд­
рическая (общепринятая), справа—волнистая (предлагаемая)); б — рас­

четная схема свободной поверхности, покрытой волнами.

В уравнение (3) входит величина 5, так как при волновом движении 
жидкости внутри цилиндрического ротора частица жидкости, принадле­
жащая поверхности, не может перейти внутрь жидкости, а все время 
остается на свободной поверхности [2, 4, 7]. В связи с этим примем, что 
д£/д1 = дЦд1, где С— величина осевого (вдоль оси ох՝) отклонения воз­
мущенной поверхности от невозмущенной I. Уравнение свободной поверх­
ности жидкости в роторе центрифуги в произвольный момент времени за՜ 
пишем в виде [8]

$ = Ц0, г, 0- (4

Приняв, что внешние силы, действующие на жидкость, являются 
чисто центробежными силами инерции [3, 8], из уравнений (1)—(3) по­
лучим

г г-. + 4щ =щ ^о----- ----------- ---------)— (5)д^д13 / V? Г дг Г3ддуд1
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Предположим [8], что

- 5 = 1 cos (п0 — at), (6)

где «— целое Число волн, укладывающихся на длине окружности радиу­
са Ло, ст — круговая частота, а т] — функция переменной Г. После подста­
новки (6) в уравнение (5) получим

<И + —V(r) + (x։֊^h(r)=0, (7)
г X г /

где

■/2 _ °2 — 4 о>*
*о^2

Если величина о2 > 4ш2, то будем иметь [6]

V = AJn(yr) + BYn(yr), (8)

где Jn (%r) и Yn (х^) — бесселевы функции первого и второго родов поряд­
ка п., А и В — произвольные постоянные.

При значениях величины а2 < 4ш2 имеем [6]

^ = Cln^r) + DKn{\r), (9)

где /Л (Хг) и Кп (Хг) — бесселевы функции мнимого аргумента второго 
рода порядка п (функции Макдональда), С и D—произвольные постоян­
ные, а X2 =. — х2-

Задача о движении центробежных волн в роторе сводится к решению 
уравнения Лапласа при граничных условиях на внутренней поверхности 
ротора и на свободной поверхности жидкости внутри цилиндрического 
быстровращающегося ротора.

Определим скорость жидкости через градиент потенциала ф. Тогда 
уравнение неразрывности перейдет в уравнение Лапласа [1—2, 4, 5, 7, 9], 
решение которого ищем в виде

ф=Ф(г, 0, я) cos (of + е), (10)

где. е — начальная фаза, а Ф (г, 0, г) — функция, описывающая зависи­
мость амплитуды от цилиндрических координат, которая удовлетворяет 
уравнению Лапласа

ДФ = 0.

Решение (11) представим в виде [6]

Ф(г, 6, я) = Rn (7-r) exp (± 7г) ехр (+ гп0), 

где Rn (хг) — решение уравнения Бесселя.
Граничные условия сформулируем в виде [8, 10, 11] 

дф __ а2 
dr r-R, ^R9 

^=0. 
dr r=R

(И)

(12)

(13)

(14)

Используя (12)—(14), получим систему однородных линейных урав­
нений для постоянных А и В, которая имеет ненулевое решение только в
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том случае, если определитель этой системы равен нулю. Из этого усло- 
вия найдем дисперсионное соотношение

О* = (15)
где

J'^.R) Yn (7Л) - J„ {/R^ >< ( XZ?) , 
Jn (Z/?o) Y* (Z7?) - Jn W) Y* (Z^o)

откуда следует» что круговая частота зависит от напряженности поля цен- 
тробежных сил инерции ю2К, радиусов заполнения Но и R к постоянной у,.

Получим дисперсионное соотношение с учетом сил поверхностного на­
тяжения [8]. Запишем граничное условие на свободной поверхности жид­
кости внутри быстровращающегося сосуда в виде [8]

<^> ^^ . Г 0(30-------- Ш*Лл ------  "Г ----- -------  di* ° dr pRl drdB*
(16)

где Т — сила поверхностного натяжения жидкости.
На основании (14) и (16) имеем

(17)

На рис. 2 приведена зависимость высоты волны Л от радиуса запол­

Ряс. 2. Зависимость Л = / (Ло) при 
разных значениях щ (рад/с): 1 — 835; 

2-760; 3— 650; 4 — 480.

нения Л։ при различных угловых 
скоростях вращения (О, полученная 
на основании стробоскопических ис­
следований. Для создания стробо­
скопического эффекта использовался 
строботахометр модели СТ-5. Экспе­
рименты проводились на цилиндри­
ческом роторе с внутренним диамет­
ром 0,117м и высотой 0,046м, кото­
рый имел прозрачную крышку из 
органического стекла с нанесенной 
на ее поверхность отсчетной сеткой. 
Для сообщения ротору требуемой
угловой скорости вращения исполь­
зовался привод сепаратора модели 
АС-2Е.

Из приведенных экспериментальных данных следует, что угловая 
скорость вращения и радиус заполнения жидкостью ротора существенно 
влияют на высоту волны, что находится в согласии с уравнениями (15) 
И (17).

При определенных условиях волновое движение жидкости внутри 
быстровращающегося цилиндрического сосуда может быть неустойчивым. 
Действительно, подставив значение X в соотношение (17), получим 
биквадратное уравнение, из которого находим

О’ = [(ш^Л)’ ± Г (R0Fk)* — 16 RllF*^(2 Rol), (18)
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• де

к= 1 + Тп2
рЛ2<и*

Из выражения (18) следует, что при значениях

1б/>^06 + ֊2^֊У/* 
X р/?Х/ (19)

волновое движение поверхностного слоя жидкости в роторе теряет устой­
чивость. Данное обстоятельство выражается в том, что волна при этом 
разрушается у гребней.

Указанное явление можно՛ наблюдать с помощью стробоскопического 
аффекта или фиксировать фотографированием (рис. 3). Для этого исполь­
зовали ротор цилиндрической формы с внутренним диаметром 0,135 м и 
высотой 0,1 м. Эксперименты
проводились при угловой скоро­
сти вращения 785,3 рад/с на 
приводе сепаратора СПМФ- 
2000. Радиус заполнения жид­
костью (водой) варьировали в 
зависимости от серии экспери­
ментов в пределах Ло=0,032— 
0,048 м.

Снимки получали следующим 
образом. В темноте на внутрен­
ней поверхности цилиндриче­
ского ротора помещали фотобу­
магу или фотопленку и приво­
дили во вращение ротор. При 
заданной угловой скорости вра­
щения внутрь ротора через 
центральное отверстие в крыш­
ке подавали воду при комнат­
ной температуре. При достиже­
нии установившегося движения 
во внутреннее пространство ро­
тора через то же отверстие в Рис. 3. Изображения свободной поверх-

ностн воды в цилиндрическом роторе 
при угловой скорости вращения 785,3 
рад/с и радиусе заполнения водой ро­

тора 0,032 м.

крышке вводили матовую элек­
трическую лампу мощностью 
40 Вт и с помощью оранжево­
го светофильтра освещали вы-
держкой 0,1 с свободную поверхность жидкости. После остановки ротора
фотобумага или фотопленка извлекались и обрабатывались химикатами.

Экспериментальные исследования показали, что на свободной поверх­
ности воды внутри цилиндрического ротора при определенных условиях 
вдоль образующей обечайки возникают стоячие волны, число которых мо­
жет изменяться в зависимости от радиуса заполнения водой. При этом
стоячие волны могут разрушаться у гребней, что согласуется с выводами, 
вытекающими из (19).
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Рассмотрим условие образования стоячих волн внутри ротора. Из 
уравнения (18) следует, что круговая частота СТ может принимать как по­
ложительные, так и отрицательные значения, поэтому согласно формуле 
(6) волны будут распространяться в противоположных направлениях и в 
соответствии с принципом суперпозиции на свободной поверхности жид­
кости внутри ротора образуются стоячие волны.

Из равенства dt/dt = dijdt следует, что радиус возмущенной по­
верхности жидкости определяется формулой

(=^о + ?о> (20>

где 5։ — величина радиального отклонения возмущенной поверхности от 
невозмущенной свободной поверхности радиуса Ra (рис. 1).

Тогда на основании выражения (6) имеем

</=2Ло + 2^о։(п0)соз(зО. (21)
где d — диаметр рассматриваемой точки свободной поверхности жидкости. 
Выражение (21) указывает на то, что свободная поверхность жидко­
сти покрыта стоячими волнами. Из уравнения (21) вытекают условия об­
разования узлов и пучностей стоячей волны:

Л0 = (т + О,5)«, (22)

Л9 = т^, (23)

где т = 0, ±1, ±2......
Следовательно, точки пространства ротора, которые удовлетворяют 

условию (22), представляют собой узлы стоячих волн на радиусе Ro. По­
середине между двумя соседними узлами будут лежать точки, координа­
ты которых удовлетворяют условию (23). При этом форма свободной по­
верхности жидкости существенно зависит от угловой скорости вращения 
и радиуса заполнения жидкостью ротора [11].

Получим уравнение свободной поверхности жидкости внутри ротора. 
Так как величина d^dt определяется равенством [10, 11].

d^dt = [1/(шЧ)] d^dt', (24)

то из условия dz/dt = ds0/dt лля (Q будем иметь

(в = [1/(«%)]Ш (25)
Записав потенциал скорости в виде

<f = Rn (Яг) exp (± Zz) cos (л5) cos (at), (26)
получим

E=/?о + “cos (з/), (27)
где

а = — (а/(ш։^0)) Rn (Xr) exp ( + Zz) cos (n9).

Из уравнения (27) следует, что свободная поверхность жидкости в 
роторе покрыта волнами. Форма и характер состояния свободной поверх­
ности жидкости в роторе зависят от угловой скорости, радиуса заполнения 
жидкостью ротора и внутреннего радиуса ротора.
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ԱԼԻՔՆԵՐԸ ԱՐԱԳ ՊՏՏՎՈՂ ԳԼԱՆԱ&ԵՎ ԱՆՈԹՈՒՄ ԳՏՆՎՈՂ ՀԵՂՈՒԿԻ ԱԶԱՏ 
ՄԱԿԵՐԵՎՈԻՅԹԻ ՎՐԱ

Դ. Ս. ԹՈՐՈԱՑԱՆ

^•“VVi ած էէ որ համասեռ հեղուկի աղատ մակերևույթը արագ պատվող գլանաձև անոթի 

ներսում ծածկված է կենտրոնախույզ մակերևոլյթային ալիքներով։ Որոշակի պայմանների 

դեպքում հեղուկի ազատ մակերևույթի վրա ալիքային շարժումը կարող է iftbj անկայուն։ 

Ստացված արդյունքները հաստատված են փորձնականորեն։

WAVES ON THE FREE SURFACE OF A LIQUID 
IN FAST ROTATING CYLINDRICAL VESSEL

D. S. TOROSYAN

The free surface of a homogeneous liquid in fast rotating cylindrical vessel is 
covered with centrifugal surface waves. Under definite conditions the wave motion, 
on the free surface of liquid may become unstable. The obtained results were confir 
med 'experimentally.
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