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Получены точные решения уравнений Максвелла для модели среды с 
диэлектрической проницаемостью, обладающей квадратичной зависимостью 
от модуля напряженности электрического поля, в предположении, что ре
шение имеет вид гармонической волны с поперечной ориентацией магнитно
го поля. Исследованы области существования решения и показано, что су
ществуют уединенные волны хак с непрерывными, так и с разрывными по
лями, а также решения в виде неоднородных плоских волн с простран
ственно периодической зависимостью по поверхности постоянной фазы 
волны.

Для ряда физических явлений (оптический эффект Керра, электро
стрикция, частичная ионизация вещества полем электромагнитной волны 
и т. п.) зависимость диэлектрической проницаемости вещества можно 
аппроксимировать квадратом амплитуды электрического вектора, усред
ненного по времени. Для гармонических полей при такой аппроксимации 
диэлектрическая проницаемость не зависит от времени. Распространение 
в этом случае стационарной волны типа ТМ, имеющей продольную и по
перечную составляющие электрического вектора, имеет ряд особенностей 
[1]. Эти особенности исследованы в [2] методом фазовой плоскости, по
зволяющим понять качественную сторону явления. Численное исследова
ние на ЭВМ для ограниченных значений параметров нелинейной среды 
проведено в [3]. Вместе с тем здесь возможно построение точных решений 
уравнений Максвелла для нелинейных стационарных ТМ волн, допускаю
щих конструктивное исследование особенностей этих волн и сводящих вы
числение полей к простым квадратурам.

Рассмотрим решение уравнений Максвелла для модели непоглощаю
щей среды с диэлектрической постоянной вида

е = е0-|-2 а|Е|։, е^е(и), а = ։(ш). (1)

Пусть векторы электромагнитной волны имеют вид

Ех = «г (х) ։։п — (с( — кг) = —Ну, 
с ։

Ег = е։ (л) соб — (с( — «). 
с

(2)
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Функпни е։, ։2 удовлетворяют следующей системе уравнении.

^• + »-+Se; = 0,x- + (^֊s)^ = 0. (3)
dr di di

где

?=iox> kg= — • s = s0-+-a (e-^+e:). 
c

Уравнения (3) допускают первый интеграл вида

где es=ej + e^, который вместе со вторым уравнением системы (3) 
позволяет найти все компоненты поля как функции параметра е՜:

е2 _ II (2 go+ ge^ иа~ , сх= — С,
^ 2 a (s0+ае=) (2 xs—s0—ае5) 1 *‘

е2 = j^J3ae^-2eo)-2(so+^ 
2a(so+«e2)(2x2-eo~«5)

и второй интеграл

хг = ± Г_____________ , (6) 
J т (т - 2) К[(- - а) (3 Т - 2 а) + Сх] (Т2- о2- CJ

где х5т =: ед 4֊ ае2, х։а = s0 и т0—постоянная интегрирования.
Соотношение (6) определяет зависимость квадрата амплитуды элек

трического поля от координаты 5, а через (5) и зависимость компонент 
поля от х. Интеграл (6) через элементарные функции не выражается и 
представляет собой сложную комбинацию эллиптических функций.

Остановимся сначала на случае С։= 0. Области в переменных (т, а), 
где существует интеграл (6), а следовательно существуют и решения си
стемы (3), изображены на рис. 1. В области 1 всюду имеются непрерыв
ные решения, обладающие непрерывными производными и исчезающие на 
бесконечности. То же можно сказать об областях 2 и 3, где, однако, поле 
на бесконечности только ограниченно. Области 4 и 7 пересекаются кривой 
a = ± Т (3—т)1 2, на которой терпят разрыв первого рода либо произ
водные компонент поля, либо сами поля, и в них нельзя сконструировать 
решение системы (3), непрерывное во всем пространстве. Для областей 
5 и 6 характерно наличие точек с бесконечными значениями напряженно
стей полей, и они лишены физического смысла.

Очевидно, что в области 1 (О^а^ 1) существуют волноводные 
типы решений системы (3), а в областях 2 и 3 — периодические по коор
динате х решения. Для всех этих областей a > 0 и нелинейность положи
тельна. Интеграл в (6) достаточно просто считается на ЭВМ, что дает 
возможность найти все компоненты поля. В частном случае a = 0 (е0 = 0) 
этот интеграл выражается через элементарные функции:

126



к.ра^пх
3

—222   1п /2^еЛ 2
^У!֊^
1-/1-^

-г аге 1? I 31'1 — е*/^ • Г/

где ея. — максимальное значение напряженности электрического поля.
Для области 1 волноводного распространения графики распределения

компонент напряженности электрического поля аналогичны графикам ра
боты [1]. Отметим, что эффективная ширина волноводного канала уве
личивается с увеличением «е^. Постоянная распространения X > У^
и волна в этой области является «медленной» по отношению к плоской

Рис. 1. Области существования интеграла (б): кривая I—а = +՜; 
кривая II — а = 3 т — т։; кривая III — в = + ' (3 — т)1 Л.

волне в диэлектрике с постоянной е0. Постоянная х оказывается завися
щей от максимального значения напряженности электрического поля и 
определяется по максимуму поля при е։= 0 из (5):

. 2М-О8
х з< + 2ео՜ (8)

Для областей 2 и 3 е0 < 0, но е = е0 + ае2 > 0. Все амплитуды в (2)
оказываются периодическими функциями х и их период / определяется
соотношением

Л/ = Ф (а), (9)
где

(т’-З^+а^__________
а) (т ֊ 2) /Ь + а) (3 т — 2 т*— а) (Ю)
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Таким образом, решения системы (3) представляют собой аналог неодно
родной плоской волны, амплитуда которой периодически меняется вдоль 
плоскости постоянной фазы.

Возникающая здесь ситуация аналогична картине поля для ТМ мод 
в диэлектрике с постоянной В» в плоском волноводе, если это поле анали
тически продолжить на все пространство. Оно оказывается суперпозицией 
двух плоских волн с равными амплитудами А, волновые векторы которых 
образуют одинаковые утлы ф с осью 2 и имеют проекции разных знаков 
на ось х. Постоянная в первом интеграле (4) в этом случае есть С — 
=Л2 В., sin2 ф. Для нелинейных сред решения рассмотренного вида возмож
ны при Во < 0 и даже при С = 0.

Структура соответствующих полей, рассчитанная на ЭВМ, представ
лена на рис. 2. Обращает на себя внимание наличие нескольких экстре
мальных точек у е на одном периоде при — 1 < а < 0. При а < — 1

Рис. 2. Графики ] а вг и ] а ег для областей 2 и 3 на рис. 1: 
сплошные кривые — о = — 0,5; штрих-пунктирные кривые —а 
= —1,0; пунктирные кривые—а = — 3.0; х1—0,5. Кривые!—3 —

— I 4՜6 — > “

структура поля в поперечном к оси г направлении носит почти синусои
дальный характер. Постоянная распространения для рассматриваемых ти
пов волн по-прежнему определяется соотношением (8) для области 2, в то 
время как для области 3 в (8) под ет надо понимать минимальное значе
ние напряженности электрического поля. Заметим, что существуют поро
говые значения напряженности электрического поля для решений в обла
сти?. 2 и 3, задаваемые соответственно нерасенствами

Решения системы (3) описывают, по существу, поля в плоском волно
воде с идеально проводящими стенками. Если последние поместить в пло
скостях, параллельных плоскости уг, в точках, где с. = 0, то в зависимо
сти от числа узлов еж между этими пластинами формулы (5) будут опре
делять компоненты волн типа Е(„, по обычной волноводной терминологии 
(плоский волновод с нелинейным заполнением для ТЕ волн рассмотрен
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В случае С, ^ 0 каналирование поля в виде исчезающих на бесконеч
ности решений системы (3) уже невозможно. Области существования ин
теграла (6), естественно, меняются по сравнению со случаем С, = 0, но 
их характер сохраняется. Так, на рис. 3 изображены области существоза-

а

Рис. 3. Области существования интеграла (6) при С։ = 0,1: 
кривые I — а = + ]’-’—С։; кривые II — а =—("2— 2 т) ± 
+ |/'։(' — I)2 — С։; кривые III — а = + ^ т։ (3 — т) — Ср 

ния интеграла (6) в плоскости (г, а) при С, = 0,1. Периодические реше
ния системы (3) существуют в областях 1 и 2 при т > 0. В остальных об
ластях либо поле или его производные разрывны (например, в области 
3 эти разрывы реализуются на кривой а = ±/ т2 (3—т) — С,), либо 
есть точки бесконечно больших значений поля (область 4). При С, #= 0 
периодические решения существуют в области, где е0 > 0, а также при 
отрицательной нелинейности среды (а < 0) при С, < 0. Поперечное рас
пределение поля в этом случае имеет почти синусоидальный характер.

В областях 4 и 7 на рис. 1 при С, = 0, как уже отмечалось, терпят 
разрыв либо производные полей, либо сами поля, и на первый взгляд ка
жется, что в этих областях невозможно построить непрерывные и гладкие 
решения уравнений Максвелла. Однако, как это отмечено в [2], в нели
нейной среде возможно существование разрывных решений, обусловлен
ных скачком диэлектрической проницаемости. Для построения соответ
ствующих решений необходимо провести сшивку полей на плоскости раз
рыва е, причем с одной стороны разрыва используются решения из обла
стей 4 и 7 на рис. 1, примыкающих к биссектрисе соответствующих коор
динатных углов, а с другой — решения уравнений Максвелла при С, #= 0.

Условия сшивки, очевидно, имеют вид

Нвх! = ^ель ен = ел, *? — 3 *’ 4֊ а2 = 0, (12)
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где "1։ ед, е-1 — параметры задачи при С\—0, а *;, ₽д2։ ^а при 
С՞!^ О-

Система (12) имеет решение

(13)

выражающее постоянную интегрирования С, через т, и т... Последние урав
нения из (12) и (13) задают функциональную связь между а и С,, что. в 
свою очередь, «деформирует» область существования интеграла (6) в пе
ременных (а, т). С учетом этой зависимости для а > 0 можно^выделить 
три характерные области изменения параметра а: ] 20 \ а </ О, 
— 45 ) 3/8 < а < — /20, а < — 45 р'3/8. В каждой из этих областей 
реализуется мода со своими специфическими особенностями.

Как видно нз уравнений (12) и (13). диэлектрическая проницаемость 
на скачке меняет знак, а следовательно, меняет знак и ех. Исходя из это
го, построение решений будем проводить для ех։ < 0. Знак ен определяет
ся из второго уравнения системы (3).

Распределения компонент поля первой солитонной моды в зависимо
сти от к^х при — )/ 20 < а < 0 аналогичны распределениям, приведен
ным в работе [2]. Заметим, что в этом случае в центре канала ех прини
мает максимальное значение, а ег =0. Такое распределение поля характер
но для всех значений параметра а из указанной области. Для области 
— 45 ] 3/8 < а < — ] 20 распределение компонент поля отлично от пре
дыдущей области, а именно, у ех появляются минимумы вблизи от точки 
скачка. При а = — 45 1/3/8 распределения компонент поля приведены 
на рис. 4. Как видим, в центре канала ех-компонента поля равна нулю, а у

Рис. 4. Графики )/ ав^, У а е2 первой 

солитонной моды при о = — 45 | 3֊8. 
Кривая I — У а е г; кривая П— У а е*.

|е։| появляется минимум. Для а <—45^3/8 характер компонент по
ля аналогичен рис. 4 с той лишь разницей, что |еа| в центре канала при
нимает максимальное значение. Отметим также, что для всех а < 0 мо
гут быть построены солитонные моды высших порядков (см. [2]).

Аналогичным образом могут быть построены разрывные решения 
для случая а > 0 (а < 0). Как следует из рис. 1, в этом случае а может
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меняться в пределах 0 < а < 1. Распределение компонент поля аналогич
но распределениям при — ] 20 < а < 0. Отметим, что при а > 0 по
строение высших мод невозможно.
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ՏՄ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՏԱՐԱԾՈՒՄԸ ՈՉ ԳԾԱՅԻՆ ՄԻՋԱՎԱՅՐԵՐՈՒՄ

Խ. Ս. շՕՒՈւ^ՏՈԻՆՅԱՆ, կ. Ա. РОРОПМПЧ

Ստացված ևՍ Մաքսվելի հավասարումների ճշգրիտ լուծումները այնպիսի միջավայրի հա֊ 

մար, որի զիէլևկտրիկ թափանցելիությունը հարմոնիկ ալիքի համար կախված է էլեկտրական 

դաշտի լարվածությունից րաոակուսային օրենքովւ Հետազոտված են լուծումների գոյության 

տիրույթները և Ձ՛՛ԱՅ 4 տրված, որ գոյություն ունեն մեկուսացված ալիքներ ինչպես անընդ
հատ, այնպես էլ խզվող դաշտերով, ինչպես նաև լուծումներ ըստ ալիքի հաստատուն ֆաղայի 

մակերևույթի տարածական պարբերական կախվածությամբ անհամասեո հւսբթ ալիքների տես- 
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PROPAGATION OF TM WAVES IN NONLINEAR MEDIA

Kh. S. HARUTYUNYAN, K- A. BARSUKOV

Exact ^solutions of Maxwell equations are obtained using the model of 
a medium, having the permittivity characterized by square-law dependence on the 
modulus of an electric field. The solution was assumed to be a harmonic travelling 
wave having a longitudinal component of the electric field. The domains of solution 
existence were investigated and it was shown that there exist solutions in the form 
of solitary waves both with continuous and discontinuous fields, as well as the solu
tions in the form of nonuniform plane waves with spatially periodical dependence 
over the constant phase surface.
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