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Метод обратной задачи применен к решению некоторых задач спектро­
скопии. Этим методом могут быть найдены причины неоднородного ушире­
ния резонансных спектров поглощения. Например, в гамма-акустической 
спектроскопии на основе экспериментального спектра поглощения можно 
определить форму и параметры внешних периодических низкочастотных 
возбуждений. С математической точки зрения задача оказывается некор­
ректной, что преодолевается методом регуляризации Тихонова. Предложен 
также метод определения среднеквадратичных смещений мёссбауэровских 
изотопов в белках, которые дают представление о динамическом поведении 
этих биологических систем.

1. Некорректные обратные задачи

а. Постановка задачи

Известно [1—7], что форма линии поглощения в спектроскопии чув­
ствительна к существующим в исследуемом образце разного рода неодно­
родностям и внешним возмущениям. В этих задачах обычно задается воз­
можная модель возмущений и неоднородностей и методом последователь­
ного анализа.проводится сравнение расчетных данных с эксперименталь­
ными результатами. Однако очень часто возникает необходимость восста­
новления параметров и формы возмущения с помощью существующих 
спектров поглощения, что приводит к изменению самой формы линии по­
глощения, т. е. появляется необходимость решения обратной задачи.

Ниже рассматриваются несколько типичных физических задач в гам­
ма-резонансной спектроскопии и радиоспектроскопии (ЭПР и ЯМР), где 
с помощью решения обратных задач получают возможность исследовать 
внешние возмущения и неоднородности.

1. Если в мёссбауэровском образце возбуждены периодические низко­
частотные колебания с частотой Й<Г։ (Й— частота звука, Го — шири­
на возбужденного ядерного спинового уровня), то форма линии поглоще­
ния сильно меняется; она имеет вид [1—4]

гм4Ы1?;г <1)" к *Г/2 / +

где — приведенная длина волны ^-кванта, Т — период внешних перио­
дических возбуждений, о, — скорость источника, о. (/)—скорость погло­
тителя в поле звуковой волны, Г = 2Г0.
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Нашей целью является нахождение О, (/) по известным точкам экспе­
риментального спектра поглощения Р (и։Л Непосредственное решение 
уравнения (1) не представляется возможным, однако после замены пере­
менной

= 5, у = ф(з)Л>«։(0
*Г/2

нелинейное относительно «։ (О уравнение (1) становится линейным отно­
сительно ф (5):

ф (s) ds _ Г у (s) ds
(2)

где
Vj _ min vg (/) __ max «ИО

*= W72 ’ s° “ xr/2 ’ S1~ ЛГ/2

*(х-з) =
1 *1

0,

Таким образом, задача определения закона возбуждения (т. е. О։ (О) 
сводится к нахождению распределения скоростей ф (з). Фактически опре­
деление вида внешних возмущений сводится к решению линейного инте­
грального уравнения (2) типа свертки, где ядро имеет лоренцевскую фор­
му (решение уравнения (2) приводится ниже в пункте б).

Знание функции ф (з) эквивалентно знанию О։ (0, так как

1_[4(։)Л=/(։), М՜'^֊^- (3)

и
Вышесказанное справедливо тогда, когда в области [0, Г] О, (/) яв­

ляется монотонной или симметричной, состоящей из двух монотонных 
частей, функцией. Для произвольного и։ (О интервал [0, Г] необходимо 
разбить на области [й, <*+1], ^ — 1, 2,---п, в которых функция и։ (О 
монотонна. В этом случае для Р(х) имеем

Н*) = k-i J (x-s)’-bl
Jo*

д Jl ^1 °**
_ V f ^^^ Г '^^ _ Г Ф (s) ds . .

*-1 J (x—s)։+l J (x—s)2+l J (x—s)2-f-l
Jo Ге - •

где 
n

Ф(5) = S (“I)*** (s)» So = min Sjk, s1=maxs1*.
*=։

Фактически в произвольном случае можно найти лишь некоторую 
функцию «(/) (с функцией распределения скоростей У, (—1)4Ф* (з)) »
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которой соответствует та же самая функция Г (х), что и истинной »։ (0. 
И здесь мы получили линейное интегральное уравнение (4) типа свертки.

2. В эксперименте из-за ряда случайных причин измеряемая форма 
линии Т (х) Почти всегда существенно отличается от истинной формы 
Ф (х) (так называемый «аппаратурный эффект»). При этом она дается 
выражением [5]

/(х) = |*(х-5)<р(5Нз, (5)

где х — отклонение от резонансной энергии в единицах ширины, ф (։) — 
истинная форма линии, К (х—5) — случайная функция распределения,

^“т^^Гг^՜)’ (6)
где ст—дисперсия (случайное уширение).

В этом случае для нахождения ф (х) также имеем линейное интеграль­
ное уравнение первого рода типа свертки с ядром гауссовской формы.

3. В твердых телах уширение линии в основном обусловлено спин-спи- 
новым взаимодействием (однородное уширение). Известно, что при этом 
форма линии может быть записана в виде [6]

, 14-Л («> - <->,)’

где ш0 — резонансная частота, Тг — время спин-спиновой релаксации.
Однако наряду со спин-опиновым взаимодействием существенный 

(а иногда и основной) вклад в уширение линии вносят и другие эффекты. 
Так, очень часто уширение обусловлено неоднородными уширениями. Рас­
смотрим некоторые примеры неоднородного уширения [6].

Неоднородное уширение формы линии может быть вызвано неодно­
родностью внешнего магнитного поля в объеме образца. В этом случае на­
блюдаемая форма линии Е (ы) имеет вид [6]

Л’(ш) = ф (ш՜) ^0 (ш — и>') </ш', (8)

—“ м

где ф (ш) есть функция распределения спинов по значениям резонансной 
частоты, gQ (ш) —однородная форма.

В принципе, рассмотренному случаю аналогична и ситуация, когда 
внешнее магнитное поле практически однородно в объеме образца, но па­
рамагнитные центры ориентированы по-разному относительно внешнего 
магнитного поля, и ^-факторы образца анизотропны. Тогда функция ф(ш) 
в выражении (8) отражает распределение спинов по резонансным часто­
там, которое возникает из-за различной ориентации парамагнитных 
центров.

Таким образом, здесь определение функции ф (со) даст представле­
ние о неоднородностях внешнего магнитного поля и об анизотропии ^-фак- 
тора.
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Как видно нз вышеприведенных примеров, определение возмущений 
из экспериментальных спектров поглощения сводится к решению линей­
ных интегральных уравнений первого рода с разными ядрами. Ниже при­
водится метод регуляризации как один из возможных способов решения 
таких уравнений.

б. Метод регуляризации

Рассмотрим линейное интегральное уравнение первого рода типа 
свертки

F(x) = [ Ф (s) АГ(х — s) ds =5?, (9)

где К (х) — ядро, F (х) — известная функция, ф (з) — искомая функция.

5 — линейный интегральный оператор.
Используя теорему о свертке, из уравнения (9) можно получить вы­

ражение для искомой функции:

?(։) = г1^ е',;”<//’=;"[<Р(Р)е ‘"'dP’ (io)

— во — вв

где Ftp), К(р) к Ч (р) — фурье-образы функций F (х), К(х) и ф (х), 
например

F(p)=^ F(x)e“"dx. 
— во

Из выражения (10) видно, что необходимым и достаточным условием 
существования такого решения является условие

Если функция К (р) отлична от нуля, то решение ф (5) к тому же 
является единственным. Действительно, если ф, (з) и ф. (з) — два реше­
ния уравнения (9), то

х — s) (<p1 (s) — ®, (s)) ds =0.

После преобразования Фурье мы имеем следующее соотношение 

(?1 (р) — ?։ (р)) К (Р) =0.

Так как К(р)=£0, то Ф1(р)=ф։(р) и, следовательно, ф1(з) = ф։(з), 
т. е. решение единственное.

Решение уравнения (9) обладает сильной неустойчивостью, т. е. сколь 
угодно малым изменениям Р (х) могут соответствовать сколь угодно боль­
шие изменения решения ф (з), если норма обратного оператора |5-1| 
стремится к бесконечности (т. е. Л (р)-> 0 при р->оо). Отсюда возни-



кают характерные трудности при приближенном решении подобных урав­
нений в том случае, когда свободные члены Е (х) заданы приближенно, 
пусть даже с высокой точностью.

Общую схему построения приближенных решений линейных инте­
гральных уравнений (9), обладающих неограниченным обратным опера­

тором 5՜՝, можно найти в [7]. Приближенное решение имеет вид 
ф։=Л(/7,, 1՝), который получен с помощью регуляризирующего опе­
ратора Л(Л а), где а=а(е) называется параметром регуляризации, 
/, — заданная приближенная функция (с погрешностью в). Это реше­
ние называется регуляризованным решением уравнения (9). Если известно, 
что отклонение функции Е(х) удовлетворяет условию р (Е(х), Г, (х))^е, 
то значение а можно выбрать так, чтобы при е—►О регуляризованное ре­
шение ф,„ (з) стремилось к точному решению фг(з) (т. е. р (фг, ф«) — 0) 
Это и оправдывает взятие в качестве приближенного решения уравнения* 
(9) регуляризованного решения фв.

Для нахождения регуляризованного решения уравнения (9) исполь­
зуется вариационный принцип, т. е. в качестве приближенного решения 
фа (з) берется то решение, которое минимизирует неотрицательный функ­
ционал

М[«р] = ^֊^(хВ’Лг+а ds. (11)

Из условия минимума функционала (оМ = 0) находим

Ш[»] = 2 К(х - $) о? (з) Л +

+ 2а ds = 2 К(х — з') ф (з') ds'

X Г ^(х — з) Зф (в) </з + 2а— оср
3 Л

— 2а = 0.

Если выполняются условия ф( + со) —0 или 
ф»(з) получаем уравнение

то для

х — з)К(х — з') dx —

х —з) dx—a ^- = 0. (12)

Рассмотрим теперь частные случаи ядра.
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В этом случае выражение (12) упрощается:

-s)’
a^ = 0. 

ds*
(13)

Для решения этого уравнения умножим его на ехр (—ips) и проинтег­
рируем по s:

e՜21'1 e~,ps ds-е՜'՛* elpxdx^

+ ар' <р» (s) е 1рз ds — О

или
(e՜”'1 + ap2)?e(p) = ^(p)e-^

Отсюда для 44 (s) окончательно имеем

?«(«)=
e֊‘P’ e~ W

e *l₽l + ap2
dp. (14)

Итак, выражение (14) представляет собой приближенное регуляризо-
ванное решение уравнения (9). Естественно, при 
точным решением (10).

a = 0 оно совпадает с

б) K(x)֊ -iexp .1

2о’

В этом случае, используя соотношение

К(х — s) К(х — s') dx = —=- 
2/ко

(*-*')’ 
4а» 

е ।

перепишем уравнение (12) в виде
(£-£*

dx- d*^, _a —— = 0.
ds*

Умножим это уравнение на ехр(—ips) и проинтегрируем по S:

(е '”°‘ + ар’) <f. (р) = F,(p) е 

Отсюда для f«(s) имеем выражение

Ф^)=л 
211»

е 2 F.(p) lps 
----------------- е ар, —р’о’ I 2-------- ге + “Р

(15)

которое представляет собой решение уравнения (5), т. е. является истин­
ной формой линии для данной задачи.

8



в. Определение формы и параметров низкочастотного 
возбуждения методом обратной задачи

Применим вышеизложенную процедуру вычисления fp։(s) к конкрет­
ному примеру. Определим форму (временную зависимость) и параметры 
низкочастотного возбуждения на основе экспериментального спектра 
поглощения F (х) [2].

Запишем формулу (14) для четной функции F(x):

(s) = — f • ^^ е-------COS ps dp, (16)
"J е~2р + ар»

где

F(p) = j A (x) cos Px dx՝ F W = ^—y^ > (17)

0

F,KC (x) — форма линии экспериментального спектра пропускания, 
/ — фактор Мёссбауэра.

Для вычисления интегралов (16) и (17) нами был применен метод 
Филона [8], который развит для интегралов Фурье, суть которого заклю­
чается в следующем. В (17) рбласть интегрирования [0, х0], где F (х) #= О, 
разбивается на 2п интервала с равными длинами h = xJ2n и вычисляется 
приближенное значение интеграла (17) согласно выражению

F(p) — TI^M sin рх0+ 7։Л Sjn + т։А S2n> (18)
где

L /^(0) F(x0)Sin = F(2mn) cos 2pmh-------֊------ —-—cospx0,
m-0 2

a
Sjn = У F((2m — 1) A) cos p (2m — 1) A, 

m—1
_ J__ sin2& _ 2 sin* ft _____ I 1 + cos* fl __ sin 2fl 1

71 “ fl + 2В» 8» ’ b՜ | fl* O’

[sin 0 cos &— 
fl» fl»

■ А = Ар.

Полученные значения F (p) в дальнейшем подставляем в выражение 
(16) и вычисляем этот интеграл также методом Филона при разных зна­
чениях параметра а. Выбор значений а осуществляется, исходя из усло­
вия а (е) ^ е [9, 10], где е — ошибка эксперимента.

Для проверки изложенного метода вычисления ф« (s) и, следователь­
но, S = и (0/^/2 используем экспериментальные результаты мёссбауэ­
ровских спектров, приведенные в работах [2, 3]. Характерные мёссбауэ­
ровские спектры поглощения для двух типов внешнего возбуждения при­
ведены на рис. 1а и 2а. Функции ф (s) находятся подстановкой значений 
F (х) в выражения (16) и (17). Для определения конечной формы ф (s) 
необходимо найти s0 и S,.
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На рис. 16 и 26 приведены функции распределения скоростей ф (>) 
для двух значений а. В первом случае в качестве Хо и 5, выбраны такие 
значения 5, при которых функция ф (х) принимает максимальное значе-

Р(Х)

Рис. 1. а) Форма линия поглощения 
^(х); ^ функция распределения с։о- 
рост։й<Н*): 1—’ ֊ Ю՜3; 2-а=510_Л; 
а) скорость движения поглотителя »(<) 

(синусоидальное движение).

Рис. 2. а) Форма линии поглощения 
Р (х); б) функция распределения скоро­
стей ф(«): 1-а = 10՜3; 2—а=510՜’; 
в) скорость движения поглотителя к (?) 

(параболическое движение).

:ние и затем быстро спадает до нуля. Во втором случае х0 и X, выбраны 
как средние значения интервала 5, где ф (х) падает (см. рис. 26). Можно 
показать, что эти значения в данном случае удовлетворяют условию 
х, = х0 = 1/2ф (0).

Используя зависимость ф (х) от X и выражения (3), можно легко 
определить временные зависимости скорости движения поглотителя (см. 
рис. 1е и 2в). Скорости и, ((), полученные этим методом, хорошо согласу­
ются со значениями &։ (О, использованными в эксперименте [2].

2. Корректная обратная задача в биофизике

В последнее время появился интерес к изучению с помощью эффекта 
Мёссбауэра динамики биологических систем для железосодержащих бел­
ков [11—13]. Обычно экспериментальные данные сравниваются с теоре­
тическими значениями, полученными с помощью выражения для формы 
линии поглощения:

^(^ ^^У^Р!՜'^՜'00)'՜^՜ ^~^^^}^' №
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где < х2 (0 >—среднеквадратичное смещение мёссбауэровского ядра в 
момент времени I при данной температуре.

До сих пор для сравнения наблюдаемых величин с теорией рассматри­
вали разные модели движения ядра и, находя< х2 (0 >, вычисляли фор­
му линии поглощения Р (и).

Можно однако непосредственно найти < х2 (0 >, зная эксперимен­
тальные точки Р (ы). Для этого необходимо умножить обе стороны вы­
ражения (19) на ехр(£(со—Фо)0 и проинтегрировать по со. В результате 
получим

~^^ = - 1п А е 2 С Г(ш) е‘ ^-^' Л> = - 1п е’ Сг(х) в"" dx, (20)

В качестве примера рассмотрим задачу о диффузионном уширении 
формы линии Р (х). Как известно [14], в твердых телах и жидкостях 
из-за диффузии атомов Р (х) уширяется, причем ширина линии становит­
ся равной

Гв=Г + ^’ (21)

где О—коэффициент диффузии.
На рис. За приведены уширенные формы линии поглощения. 

Используя выражение (20), мы получаем зависимость величины

Рис. 3. а) Форма линии поглощения Г (х): 1 — С = £>/Г^;’=0,4;
2 - С = 0,6; 3 - С = 1,0; 4— С = 2,0.

<х’(О Г , о^ V-------- ------от — г, которая приведена на рис. об. Как видно из этого 
2 л2----- 2

рисунка, мы действительно имеем дело с неограниченным диффузионным 
движением, так как < х2 (0 > есть линейная функция от I. С помощью 
этой кривой легко можно найти коэффициент диффузии О.
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Этим же методом авторами решается задача о нахождении

<AtX> 
2^

Рис. 3. б) Зависимость средне­
квадратичного смещения ядер 
< л* (է) > от Г է/2 : 1 — С = 0,4;

2-С = 0,6; 3-С= 1,0;
4 - С = 2,0.

-----------— и для более сложного 
2 Л*

то в [11—13].

недиффузионного случая, описанно-
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ՍՊԵԿՏՐՈՍԿՈՊԻԱՅԻ ՄԻ ՔԱՆԻ ՀԱԿԱԴԱՐՁ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ռ. Գ. ԳԱԲՐԻհԼՅԱՆ, Ա. Ռ. ՄԿՐՏՁՅԱՆ, Ս. Մ. ՇԱՀԻՆՅԱՆ. 
Ա. i. ՄԱՐՏԻՐՈՍՅԱՆ

Սպեկտրոսկոպիայում կլանման սպեկտրների հիման վրա արտաքին դրդռումները և անհա~ 
.մասեռությունները որոշելու համար կիրառված է հակադարձ խնդրի մեթոդը։ Տիխոնովի ոե~ 
դոպյարիզացիոն մեթոդը թույլ է տալիս անայիտիկորեն լուծել ստացված դծային ինտեգրալ
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հավասարումները» Օգտագործելով մյոսրաուէրյան կլանման սպեկտրները, երկու դեպքերի հա­
մար ստացված են արտաքին ակուստիկ տատանումների տեսքերը և պարամետրերը» Առա­
ջարկված է նոր մեթոդ սպիտակուցներում մյոսրաուկրյան իզոտոպների միջին քարսսկուսային 
շեղումները գտնելու համար, որը պատկերացում է տալիս այդ բիոլոգիական համակարգերի 
դինամիկ վարքի վերաբերյալ»

ON SOME INVERSE PROBLEMS IN SPECTROSCOPY

R. G. GABRIELYAN, A. R. MKRTCHYAN, S. M. SHAGINYAN,
A. H. MARTIROSYAN

. The method of inverse problem was used for the determination of the form and 
parameters of external periodical low-frequency excitations and of the source of 
inhomogeneous broadening of resonance absorption spectra.


