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THE DYNAMICS OF INDUCED FIELDS AT THE INJECTION 

OF OSCILLATORS FLUX INTO A PLASMA LAYER

E. V. ROSTOMYAN, V. G. RUKHL1N

Nonstationary processes connected with the injection and subsequent propaga­
tion of a relativistic flux of oscillators into a plasma layer bounded with conducting 
walls are considered. The structure of fields induced by the flux in plasma and the 
increments of their space-time increase duo to the cyclotron swing of the fields by 
resonance particles are obtained.
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ДВУХЦЕНТРОВОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛОВ 
МЕЖМОЛЕКУЛЯРНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Д. А. БАДАЛЯН

Как известно, связь между нейтральными атомами и молекулами в от­
сутствие заметного обмена электронами осуществляется слабыми силами 
Ван-дер-Ваальса, носящими, главным образом, квантовомеханический ха­
рактер (см., например, [1]). Однако несмотря на то что их физическая 
природа достаточно ясна, конкретные расчеты межмолекулярного взаимо­
действия, особенно для многоатомных молекул, являются слишком слож­
ными, чтобы их можно было бы довести до численных результатов.

В работе [2] построена количественная теория молекулярных кристал­
лов, где для описания взаимодействия молекул предложен метод эмпиричес­
ких атомных потенциалов. Согласно этому методу, потенциал межмолекуляр­
ного взаимодействия является аддитивной функцией парных взаимодей­
ствий атомов, составляющих молекулы. Потенциал же взаимодействия ато­
ма ։ одной молекулы с атомом / другой может быть разбит на два слагае-
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мых—и ц и и™ > г4е Му учитывает квантовомеханические силы отталки­
вания и дисперсионного притяжения, С/*у֊— электростатическая энергия 
остаточных зарядов атомов (если молекулы полярные). Для (Л; обычно 
используется функция вида

У и = Ьц гГ/* — а/у гТ/', 51>։|>1, (1) 

где ац, Ьц — эмпирические константы, зависящие лишь от сорта ато­
мов г и у, гц — расстояние между атомами. Таким образом, вычисле­
ние энергий взаимодействия молекул методом атомных потенциалов 
сводится к прямому суммированию величин 1/ц и Цц' по всем возмож­
ным расстояниям гц (обычно это делается на ЭВМ).

Метод атомных потенциалов может быть применен [3] и к двум до 
вольно большим классам органических веществ: к пластическим и жидким 
кристаллам, где имеет место вращение молекул. Однако в этом случае не­
обходимо знание явной зависимости энергии межмолекулярного взаимо­
действия от углов, характеризующих относительные ориентации молекул 
(«углы Эйлера)”.

Для электростатической составляющей потенциальной энергии эта 
задача фактически решена в работах [6, 1], где получено разложение ку­
лоновского потенциала взаимодействия двух распределений зарядов по 
шаровым функциям относительно систем координат с началами в центрах 
этих распределений (двухцентровое разложение). Для расчета же энер­
гии ван-дер-ваальсовского взаимодействия (1) необходимо иметь анало­
гичное разложение для функций типа г~я (х > 1). В работе. [7] предло­
жен метод двухцентрового разложения функции г^ для расстояний, зна­
чительно превышающих характерные размеры взаимодействующих си­
стем. Однако необходимо иметь в виду, что в зависимости от способа упа­
ковки молекул и их геометрии в молекулярных структурах часто это усло­
вие не выполняется. В этом случае применение метода [7] встречает труд­
ности, которые, по-видимому, создают неудобства для развития теории 
в этом направлении. Целью настоящей статьи является развитие такого 
подхода к двухцентровому разложению потенциалов {///, когда расстоя­
ние между молекулами является произвольным.

Рассмотрим взаимодействие двух жестких несферических молекул, 
центры инерции которых находятся на расстоянии К друг от друга. Вве­
дем декартовы системы координат, начала которых расположены в цен­
трах молекул, так, чтобы направление Е совпадало с осями гиг' обеих 
систем, а оси х и х' (у и у') были параллельны (см. рисунок). Пусть ра­
диус-векторы отдельных атомов первой молекулы в системе (хуг) будут 
г/։ а сферические координаты — (г,, 9р ^(). Соответственно радиус- 
векторы и сферические координаты атомов другой молекулы в систе­
ме (хуг) обозначим через г у (г^ 0/։ Ту), а в системе (х'у'г')—Гу (Гу, бу, 
^.). Обратная величина расстояния между атомами / и / в степени а

Например, в теории фазовых переходов в жидких кристаллах эйлсровские углы 
являются динамическими переменными в гамильтониане взаимодействия. Средние зил 
чениа функции от этих переменных играют роль параметров дальнего ориентационного 
порядка [4, 5].
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может быть представлена в виде следующего разложения по ультра- 
сферическим функциям (полиномам Гегенбауэра, см., например, [8]):

=2 ^(см (2)

где г< = тт(гр г^, г„ = тах(гр г,), 7^ —угол между векторами г- 
и г;, С*  (х)— полином Гегенбауэра*.

• Здесь и в дальнейшем в определении специальных функций мы следуем [8].
** В случае пластических кристаллов указанные тождества имеют место всегда. 

Действительно, в этом случае можно считать, что каждая молекула ограничена сфе­
рон, радиус которой равен наибольшему значению г t (или r')t причем ясно, что оли- 
жапшие сферы не должны соприкасаться.

Две системы координат, используемые при получении двухцентрового разло* 
ження функции Гц*.

При произвольной пространственной конфигурации молекул возмож­
ны ситуации, когда i^ > г^ для одних пар атомов и г, < г^— для дру­
гих. Рассмотрим частный случай, когда распределения зарядов моле­
кул не перекрываются. При этом выполняется неравенство Г'+г'^Р. 
Учитывая также, что rj = (Rs + 2 R г', cos by + гу2)՛^, получим г,<^гг 
Поэтому в дальнейшем мы будем полагать, что г ^г,, г . = rf **.

Применим теперь теорему о разложимости любого полинома по орто­
гональным полиномам [9] к ультрасферическим функциям и разложим их 
по полиномам Лежандра IJ t (х):

п
^ (cos тм) = 2 Ail Pl (cos TIJ), (3)

г-о
где

։
A* nl = 2±±А С с? (X) pt (х) dx. (4)

-1

Применим теперь к Р, (созч,;) теорему сложения:

Pi (cos iv) = V РГ1 (cos 0/) P\"՝[ (cos 6J exp [im (?/—<?/)], (5)
m~-i(l+ Н)!

где Pt"^ (x) — присоединенный полином Лежандра.
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Фигурирующие в (2) и (5) величины rj՞՜1 и Рр”1 (cos 5у) являют­
ся непрерывными функциями от cos б^ поэтому их произведение мо­
жет быть разложено по ортогональным функциям Р^ (cos б;):

^-я-,^^^^. = “ ^ткз^ r^^fcos?;), (6)

*- l»il 
где

1
B'^k ' (R, rj) = ( 2^T|^jjP^J Г}Я ’^'"'(cos б7) Pi’^cos 6;)</(cos б/).

(7)
Подставляя (3)—(7) в (2) и учитывая, что ф7=^' получим би­

линейное разложение для г՜^:

~ = 2 2 2 2 Ф^Ч/г.п, KJ УЛ(2,) у^^ (8)
ГЧ п^О IfO т ՝~ — 1 к=\т\

Здесь УТ (2) — шаровая функция, ^=(6, <р),

ФЙ ‘(Я. гh r't) = Ntm N^ N^ ri Asnl в№ ' (P, г}),

L 4Ч/ + Н)1 J

Вычисление коэффициентов А и В выполнено в Приложении. В частном 
случае кулоновского потенциала (s = 1) разложение (8) сводится к фор­
муле, полученной в [6].

Используя (1) и (8), получим парную энергию взаимодействия мо­
лекул в виде

Н,=22' 2 Ги^\Р, Г^УГ ^у? &), (9)
з I. { п. 1,к. т

где 5 = 1, 51։ 5։, /՝; = е/е/ (в/—остаточный заряд атома /)> /*] — Ьц, 
///= — а//, суммирование по г, у проводится по всем атомам (и заря­
дам) каждой молекулы.

Формуле (9) можно придать более удобную форму, если записать 
шаровые функции У” (й) в системах координат, зафиксированных неко­
торым образом относительно молекул (молекулярные системы координат). 
В этом случае зависимость У,։ от относительной ориентации молекул ста­
новится явной. Пусть (х у г) и (х' у' г')—молекулярные системы коорди­
нат, начала которых совпадают с центрами молекул, а со, = (ф„ 0„ ^1) и 
со-= (ф։, 0а, ^։)—соответственно углы Эйлера, преобразующие систему 
(х у г) в (хуг) и (х' у' г'') в (х' у' г'). Преобразование угловых коорди­
нат в (9) осуществляется обычным образом (см., например, [10])—с по­
мощью унитарных матриц вращений (О-матриц Вигнера). Используя 
(9), окончательно получаем

И1։ (Я, Ш1> шя) = 2 ^яСЛ (Я) Втщ'(ш1) Вгпт" (,и1п)1 (10)
Л» I, к т, т'՝ т'
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где Отт- («) — матричные элементы представления группы трехмер­
ных вращений, т =— I, — 1+ !»•••> — К т' — —к, — &+ 1, —, +1-,

Ю'”' (Я)=2 2 /о ФЙ ’ (Я, г{. о) у?'՝ (й,) У:՜ (С),

2(=(б], »1)- угловые координаты атома / в системе (хуг).
Формула (10) решает поставленную задачу. Рассмотрим некоторые 

частные случаи.
1) Двухатомные молекулы. Направим оси г, г' вдоль линий, соеди­

няющих атомы В с атомами А. Угловые координаты (0, ф), (0', ф') ато­
мов А будут (0,0), а атомов В — (я, 0). Тогда

УГ (0, 0) = гт0Мо, Г(г, 0) = (-1)'г,лОМо, (11)

где 6„о — символ Кронекера. Подставляя (11) в (10). получим

ИГ (Л, 21։ 2,) = 2 ^'\к (R) УГ (2,) У? (22), (12)
л, I, к. гм

где

— в
^ (Я) = 5 2 е/у Л Ф^ д (R, г., г у),

Л 1.1 -А

^АА = 1. £дв = (֊1)‘. 'ял=Н)'. ^ = (-1)‘+'։

2։ = (0г, ф։) и 2։ = (б։, ф։) — соответственно углы, описывающие ориен­
тации молекулярных осей г, г относительно систем 'координат (хуг)

2)Квазицилиндрическиг молекулы. В жидких кристаллах нематиче­
ского типа, образованных из молекул вытянутой формы, может иметь 
место свободное вращение относительно длинных осей молекул [11]. В 
этом случае каждая молекула обладает аксиальной симметрией. Направив 
оси 2, г' вдоль длинных осей молекул и усреднив V,. (R, со,, ы.) по углам 
ф, и ф_., получим

ИГ(Л, 21։ 2,) = 2 ^(У?) \^ ^' Г,1"’^) УГ (2,). (13)
п. I, к, т

Таким образом, развитый здесь подход позволяет найти аналитиче­
скую зависимость потенциалов межмолекулярного взаимодействия от 
относительней ориентации молекул. Знание такой зависимости может 
значительно упростить машинные расчеты потенциальной энергии в одних 
случаях и быть просто необходимым при вычислении термодинамических 
свойств ряда молекулярных систем — в других. Отметим, что при рас­
смотрении случая, когда имеются области перекрывания зарядов, общий 
вид формул (9) и (10) сохраняется. Меняется лишь характер зависимости 
коэффициентов ФЙ՜’ от координат п, г/, R. Аналитические выра­
жения для этого случая будут приведены п следующей публикации.
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Приложение-

Вычислим коэффициенты В*}; ' (R, Г)), задаваемые формулой (7). 
Применим тождество, полученное в [12]:

г;р|-'(со5 0у)= ^ —(п.1)

Разлагая в (7) функцию г; = |Кфг^| " ‘ в рЯД по полиномам 
Гегенбауэра (см. формулу (2)) и подставляя (П. 1) в (7), получаем

В^ПУ^^^֊՞֊1^ £ (-1/ ^^У X 
/-0?-|т| (ф+ М)1 (/—ф)!

Х Л'. (П.2)

где
Д п *-х+1

А’ = ( с՜(х) РПХ) РГ (х) dX. (П.3)

Для вычисления (П. 3) воспользуемся формулой разложения для 
функций Р ™ (х) (см. [10]):

М^'Ккт Мт Р? (Х) Р^ (Х) =

= 5} Мо' М 1т (кдтт > 2т) • (ЛдОО| У0) Р* т (х), (П.4)
... |*-Т|

где (кдтт р 2т) — коэффициент Клебша—Гордана. Используем еще 
явное выражение для полиномов С/ (х) [13]:

Г«Й«= ^-П'-^'^^^М'-’^^ (П.5)

Здесь Г — гамма^функция, [//2] — наибольшая целая часть числа 1/2.
Подставляя (П.4), (П.5) в (П.З) (при ?. = (п + 1 + «)/2), получаем

}п1кд։ — ^о Nqo Мкт Мет ;~ л 77777; ^
Р.» р! (1 —2р)!Г(л)

X М 1т М</ (кЧ \т\ |т| Ь 2 |т|) (кд 00| У0) |х' ^Р; 1и! (х) с!х. (П.6)

—1
Выражение интеграла в (П. 6) приведено в [14].

Коэффициенты X [( (см. формулу (4)) можно получить из (П.З), 
(П. 6), если положить п = I ~ д = т = 0;

1

[1](֊1)’2'-г'г({Н-^ Г 
л1,=2кМоА5/= 2*Мо £---------------- , .— | Х-^Р^Х.

р-0 Р1(1֊2Р)1г(^-)
՝2 / Л (П.7)

Ереванский государственный
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ԵՐԿԿԵՆՏՐՈՆԱՅԻՆ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅՈՒՆ ՄԻՋՄՈԼԵԿՈԻԼԱՅԻՆ 
ՓՈԽԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՊՈՏԵՆՑԻԱԼՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ

Գ. 2. ՐԱԴԱԼՅԱՆ

Ատոմ-ատոմ պոտենցիալների մոտավորությամբ ստացված է միջմոլեկուլային փոխ աղ- 

գերության պոտենցիալ էներգիայի արտահայտության անալիտիկ կախումը մոլեկուլների հա­

րաբերական կողմնորոշումից (էյլերի անկյուններից) ։ Այդ կախման պարզաբանումը զգա­

լիորեն հեշտացնում է ագատ կամ արգելակված պտույտներ կատարող մոլեկուլների պոտեն­

ցիալ էներգիայի հաշվարկը։ Հաշվարկման մեթոդը կապված Լ r յյ Լ^ ^ \ ^ T^i -ն տարրեր 
մոլեկուլներին պատկանող է և j ատոմների հեռավորությունն է) տիպի պոտենցիալները մոլե­

կուլների կենտրոնների հետ կապված գնդային ֆունկցիաներով վերլուծելու հեւո։ ներված են 

միջմ ոլեկուլա յին պոտենցիալների տեսական հաշվարկները երկատոմ անի և բվա գի ֊գլանա յին 

մոլեկուլների համար։

BIPOLAR EXPANSION FOR POTENTIALS 

OF INTERMOLECULAR INTERACTION

D. H. BADALYAN

The energy of intermolecular pairwise intoraction is expressed in terms of 
relative molecular orientation (Euler angles) in the atomic potential approximation. 
The use of this dependence greatly simplifies the calculations of tho potential energy 
of systems with free or hindered rotations of molecules. The method of calculations 
>s based on the expansion in spherical functions of Lennard-Johnco type potentials in 
coordinate systems, the origins of which coincide with centres of inertia of molecules. 
As model cases tho pairwise interactions of diatomic and quasi-cylindrical molecules 
were considered.
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