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ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ волны 
НА АНИЗОТРОПНОЙ СФЕРЕ

С. С. ОГАНЕСЯН, В. А. БАРЕГАМЯН

В работе рассмотрена задача о дифракции плоской электромагнитной 
волны на анизотропной сфере. Уравнения Максвелла для анизотропной 
среды решены методом построения сферических векторных функций. Изуче­
но влияние анизотропности на рассеянное и дифрагированное поля. Вычис­
лено поперечное сечение рассеяния.

Задаче о дифракции -плоской электромагнитной волны на телах кан о-՝ 
нической формы, в частности, на сфере посвящено много работ (см., на­
пример, [1—3] и цитируемые там работы). Во всех этих работах авторы 
в основном интересовались проводящими и диэлектрическими средами. 
Получены очень важные и интересные результаты.

Наряду с этим надо отметить, что еще недостаточно широко рас­
смотрены задачи о дифракции плоской электромагнитной волны на ани­
зотропных и гиротропных телах. В работе [4] была рассмотрена задача о՛ 
дифракции плоской электромагнитной волны на сфере с магнитной анизо­
тропией. Метод, который применялся в ходе решения задачи, привел авто՛' 
ров к бесконечной системе неоднородных дифференциальных уравнений. 
Это значительно усложнило дальнейшее точное решение задачи. В при­
ближении больших частот при малой намагниченности насыщения авто­
рам удалось несколько упростить вышеупомянутую систему. Полученные 
дифференциальные уравнения в коротковолновом приближении были ре­
шены итерационным методом. В результате в первом приближении была 
получена радиальная функция.

В настоящей работе рассматривается задача о дифракции плоской ли­
нейно поляризованной электромагнитной волны на анизотропной сфере.

Постановка задачи

Пусть в безграничной однородной и изотропной среде с комплексны­
ми диэлектрическим (е։) и магнитным (р.։) проницаемостями находится 
одноосный кристаллический шар с радиусом гв, Диэлектрическую и маг-

л л
нитную проницаемости кристалла обозначим через е и р-շ, где е—диа­
гональный тензор с элементами е0, Sq, е, в декартовой системе коорди­
нат. Начало декартовой системы совместим с осью сферы, причем ось Z 
направим вдоль оси анизотропии кристалла. В сферической системе коор­
динат г, 8, Ф тензор диэлектрической проницаемости сферы имеет следую­
щий вид:
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/s0 sin* 6 4֊ sz cos2 6 (e0— ez) sin 6 cos s 0 \
s =| (s0—sz) sin 6 cos 6 e0 cos2 б + ег sin2 6 0 I. (1)

\ 0 0 e0 /

Пусть плоская линейно поляризованная волна с волновым вектором
= распространяется в обратном направлении оси z:

ZE = ix Ео ехР + гш<)>
(2)

ZH = — fyH0 exp (ik-yZ + ։W),

где Ea и HQ — амплитуды волны, со — циклическая частота. В дальнейших 
вычислениях временной множитель в (2) будем опускать.

Изучим влияние анизотропии кристалла на дифрагированное и рас­
сеянное поля. Характерной величиной, описывающей интересующее нас 
влияние, является поперечное сечение рассеяния как функция от коэффи-

1 / 8*циента анизотропии р =I / — •

Решение

Известно, что электромагнитная волна в анизотропных средах рас­
пространяется в виде двух волн: обыкновенной и необыкновенной. Не­
обыкновенная волна описывается уравнением

(_ р Л2 \
vl + — — + ) Ф = О, (3)

OZ1 . /

где V£ — поперечная часть оператора — скалярная волновая функ­
ция. Уравнение обыкновенной волны можно получить из (3) формальной 
заменой вг—>е,. Внешняя волна, которая образуется из отраженной и пре­
ломленной от поверхности сферических волн, описывается уравнением, ко­
торое можно получить из (3) с помощью замен ег ֊♦֊ 80-^֊ el։ От­
меченное сходство между уравнениями задачи дает нам возможность все 
дальнейшие вычисления проводить относительно уравнения (3). Получен­
ные результаты легко обобщить на случай двух других волн с помощью 
вышеуказанных замен.

Решение уравнения (3) есть

ф= ехр(гк։г), (4)
где

|к.| = |ки| (sin2 6։ 4- р2 cos2 92) ՜ №,

кя= ш2е* ц8 = р2^,

к։ —волновой вектор необыкновенной волны, kl = ш2е0р8— волновой 
вектор обыкновенной волны, 0Ջ — угол преломления необыкновенной вол­
ны в сферу.

Разложив функцию (4) в ряд по волновым сферическим функциям 
[5], получим
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О=2 у у /" (2_ о0да) (2 п +1) (zn , Рп (cos е։) X 
m-o (п + т)!

(4а?
X jn (кгг) Р™ (cos Ti) cos т (Ф — Ч»я)>

где Р" (cos б2) — присоединенный полином Лежандра, jn — сфери­
ческая функция Бесселя первого рода, ЪОт — символ Кронекера,

tg* °։ = Р՜2 tg։ 90, tg3 <р։ = tg3 <р0,' -Г-И

6», фо — сферические углы волнового вектора обыкновенной волны, ф» — 
азимутальный угол преломления необыкновенной волны (в связи с азиму­
тальной симметрией задачи в дальнейшем будем брать ф։ = фо = 0 без 
потери общности).

Запишем общий член (4а) в следующем виде:

=Атп (62) Z<h) (V) Ря" (cos 6) cos тпФ, (5)
где

Атп (62) = 2Г(2 - о0т) (2 н+1) ~ т)- Рл- (cos е։),
(п — т)!

Л = 1, 2, 3, 4 указывает род бесселевой функций.
Решения векторного волнового уравнения, соответствующего уравне­

нию (3), построим с помощью метода, предложенного в [2]. Однако в от­
личие от [2] мы в качестве постоянного вектора выберем не орт в направ­
лении радиуса сферы, а декартовые орты zy и Полученная таким 
образом система из шести векторных волновых функций заметно отли­
чается от соответствующей системы в указанной монографии, однако с по­
мощью несложных координатных преобразований интересующие нас функ­
ции можно полупить из [2]. Используемый здесь метод более удобен по 
сравнению с его аналогом в [2] при разложении отыскиваемых полей для 
случая анизотропной среды:

. ։МЙ» = rot (?х ф^), (б>

где х = х, у, Z. Так как в общём случае орт fx является постоянным век­
тором, то определение (6) заметно упрощается:

MU = V фтя X fjr, X J у,
(6а)

РЛтп— у fmn 7\ Iz֊

После разложения падающей волны (2) по функциям (6а) получаем

ZE = G Ео ехр (։М = Ео շ А01Ж, 
л—О

7Н = -1УНО ехр (ад = Но 2 ЛолХМ^, 
л=0 ,

3»

(7>



где
т _ 4 г՞4՜1 (л+1) (2 n—1)
Лол՜ к՝АОп 401) (2 л+1)(3 п-1) '

Поле внутри сферы после разложения по векторным волновым функ­
циям (6а) имеет следующий вид:

rD = Do3f«",<)(jb«> г> 6> Ф) + ьУМ^(*0,г, б,Ф)|, 
л «О *

(8)
ГН = //О շ [аяхМ(0№, г, О, Ф) + т/МЙ? (k0, г, б, ф)), 

л«О

где rD — вектор электрической индукции, а вне сферы поле есть

лЕ = £02/яуМ(<й(^,г, б, Ф), (9)
Л =0

*н =Яо2 г, е, ф) + р/м'л1 (Հ, г, б, Ф)].
л=0

В формулах (8) и (9) через а„, թ„, уп и քո обозначены неизвестные коэффи­
циенты разложений, которые будут определены из граничных условий.

Нужно заметить, что отыскиваемые поля внутри и вне сферы, кото­
рые представлены в виде (8) и (9), являются функциями угла преломле­
ния 6 для обыкновенных и необыкновенных волн. При рассмотрении во­
проса о полной картине поля, возникающего вследствие дифракции вол­
ны, необходимо проинтегрировать (8) и (9) по 0 в пределах [0, я].

В качестве граничных условий выберем непрерывность тангенциаль­
ных составляющих полей:

[СЕ+^Е), ?,] = [ГЕ, м.
(Ю) 

[('Н+^Н),?,] = [ГН, г,],
где էր—орт в направлении радиуса сферы. Умножим равенства (10) на 
Р, (cos 0) sin 0Ժ0 и проинтегрируем по 0 в пределах [0, я]. В результа­
те систему уравнений (10) можно представить в следующем виде:

ЯлЛол (6շ) Pin, 4՜ (6q) Pint — fnApn (бг) Pin, = Pl л» Лол>

«лИол (б2)Р?л» + Тл-4ол(®о) Psni + fnAon (бг) Рвп, — — Psn-։Adnt

(Юа)

«лЛол (б2) Р|гл»+ ТяЛул (б0) Pim,— fnAtm (®j) Р\оп-<—(8J Р11л»=р9л» Лол» 

®лЛол (6շ) Р17л»4՜ 7лАол (Sq) Р 18л, /„Лол (®լ1 Р15л» 4“?лЛ1л (®1) Р1вл»=='Р։4.ч»Лол, 
где v пробегает значения от 0 до оо.
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В отличие от системы дифференциальных уравнений в работе [4] 
(10) является бесконечной системой линейных алгебраических уравнений. 
На первый взгляд (10а) может создать определенные трудности для 
дальнейших численных расчетов. Однако из физики задачи следует, что 
неизвестные коэффициенты разложений полей зависят от &хГ0> а 
ряды сходятся при всех его значениях. Исходя из этого число чле­
нов рядов нужно определять значениями к,Га, в частности, суммирова­
ние необходимо проводить до п « п„ = к էր„. Эти соображения заметно' 
способствуют упрощению численных расчетов.

В системе уравнений (10а) введены следующие обозначения:

Pim = ֊ 8 ГМ"’’ (Vo) 7^. ֊ -1 4”
(к2г0) Jam >

г0

Բոա = ֊ к^. (Vo) Л- ֊ — Я? (Vo) Jlni, 
ր0

P]2ni — kgZn (k։rо) Jini Zn (к^г0) Jjni,
ro

(11>

PI6n, = - — (Կր0) Jam.
r0

Pl7ni --  kjZU (кдГд) Jin,, 8 --- DgjEg,

P\m— 8o P\2m. Pun, — Plin՝, Рзт — ^g P|In»> Plin, — —CqEz Plni. Pim — P\7n-> 
(&»—* kj, остальные величины получаются: Pin, из Pin., Pim из Pjm, 
Pl3n, из Р12я, И Р1ЯИ-, ИЗ РПя, Заменой кд֊* кд, а Р2я, ИЗ Plni, Pim ИЗ- 
Pim, Рюш ИЗ Рдп, и Pion, из Рцп, заменой Z\1} (кгГд)-* Че­
рез Jjni(j~l, 2 -+- 8) обозначены следующие интегралы:

Р» (Պ) Pi (պ) dri=
0
2

2 n -f- 1

при ոփ ’

при л= v,

г _ ո+1 } , ո ,
•л» — -—гтJz 1л+1) 7 + ՜ո—гт J* (я“։) ”Z ո + 1 ձ п -т-1

Jim _ ո (ո -Ւ- 1)
2 ո 4՜ 1

Մյ(<| + 1), — /з(л-1)т],

Jim =SgJim + (8z — 8o) [ T~T (n+։) ’ + Ո ”. 1 (n-։> ’ I T
I zn փ 1 z л т 1 J

(12>
Jsni =~--- [—2 л Jl (Ո-1) > + (л + 1) Jl (Л+1) ,],

2 n +1

------ —- [(л 4- 1) /з (Л+J) , — 2 л /в (л-I) »], 
х л ՜ք՜ 1

r7m = Ո* I -"՜^՜ 4- n Jnn-l)i I — Ji(H-D„
L 2 n 4՜ 1 z n 4 1 J

4f



dPn ՀԼղժ֊ղ =-. 
d-ղ

2k 
2k 4-1

2
0

при

при
при

n = v = к

n = fc֊f-2, v = к 
п=к, v=fc + 2 
к = 0, 1, շ,....

Вначале необходимо рассмотреть внешнее поле (9) в дальней зоне. 
С втой целью совершим предельный переход Л^-э-оо. В этом пределе 
функции (6а) принимают следующий вид:

'Mi, ~ Ло, (М г" [sin Ф h + cos 0 cos Ф ?ф] Рп (cos &) — exp (— гк^),

'Mu ~ Am (0t) i" sin 0 cos Ф ։'ф P\ (cos 0) -֊֊ exp (— flqr).

Используя приведенные предельные выражения для функций (6а) и 
формулы преобразования координат, поле (9) запишем в декартовых 
осях:

ffH ջ//0 V iH [?ЛЛ1Л (0J Р\ (cos 0) sin 0 sin Ф cos Ф ix 4-

•+ [fnAon (0X) Pn (cos 0) COS0 — 0ЯЛ1„ (0i) Р\ (cos6) sin 0cos2 Ф]/у— (13)

•— fnAon (61) Pn (cos 0) sin 0 sin Ф h) — exp (— zkyr).

jC помощью известных формул для поперечного сечения рассеяния в 
точке 0=0, Ф = 0 нами окончательно получена следующая формула:

° = ТтА? Re 2 /"Ло'’ f*
(^1г0/ Ո -О

Подставляя в полученные формулы е0 = ег = е, получим результаты ра­
боты [6].

Надо отметить, что зависимость а от коэффициента анизотропии р 
получилась довольно сложной, что создает определенные трудности для 
численных расчетов. Эти трудности можно успешно преодолеть, если, как 
было отмечено выше, ряды в (10а) и (14) оборвать на значении птп„ = 
■=к г„, что и делается обычно при численных расчетах.

Ереванский институт
народного хозяйства Поступила 26. IV. 1980
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Դիտարկված է գծայնորեն բևեռացված էլեկտրամագնիսական հարթ ալիքի գիֆրակցիայի՜ 
երևույթը սֆերիկ անիզոտրոպ մարմնի վբա։ Ստացված են սֆերայի ներսռւմ և գրսում առա' 
յացած ցայտերի արտահայտությունները։ Դուրս է բերված ցրման կտրվածքի կախումը անի' 
զոտրոպության գործակցից։

THE DIFFRACTION OF A PLANE ELECTROMAGNETIC 
WAVE ON AN ANISOTROPIC SPHERE

S. S. HOVHANNESSIAN, V. A. BAREGAMIAN

The problem of the diffraction of a plane electromagnetic wave on an anisotropic 
sphere is considered. The Mfixwell 'equations for an anisotropic medium are solved by 
the method of construction of spherical vector functions. The effect of anisotropism 
on the scattered and diffracted fieldsjhas been studied and the scattering cross section 
has been calculated.
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