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СЛЕДСТВИЯ ОДНОРОДНОСТИ И ИЗОТРОПНОСТИ 
ЧЕТЫРЕХМЕРНОГО ПРОСТРАНСТВА

В. А. ДЖРБАШЯН

Показывается, что полная волновая функция произвольной свободной 
частицы преобразуется как по представлению группы трансляций, так н по 
представлению группы вращений в четырехмерном пространстве в силу то
го, что свободное пространство однородно и изотропно одновременно. Со
хранение физических величин получается нз требования постоянства плот
ности вероятности при преобразованиях параллельного переноса и враще
ния. Наряду с получением известного следствия однородности четырехмер- 
ного пространства—сохранения энергии и импульса—доказывается, что след
ствием изотропности трехмерного пространства является сохранение неиз
вестного ранее полного момента количества движения. Последний равен 
.сумме моментов, связанных с изменением углов, определяющих направле
ния радиуса-вектора, импульса и спина, при вращении трехмерной систе
мы координат. Следствием изотропности подпространства — «плоскости^, 
образованной осью времени и направлением движения, является сохране
ние спиральности частиц, описываемых уравнением Вейля. В случаях, когда 
по -физически понятным причинам локальная вероятность не сохраняется, 
имеет место сохранение лишь интегральной вероятности (нормировки). По
лучены неизвестные ранее выражения для полных операторов вращения.

§ 1. Сохранение анергии и импульса

Приведем сначала доказательство хорошо известных законов сохра
нения энергии и импульса. Рассмотрим однородность четырехмерного про
странства, означающую эквивалентность всех положений, получающихся 
друг из друга параллельным переносом.

Волновую функцию свободной частицы после бесконечно малого па
раллельного переноса можно выразить через начальную функцию следую
щим образом:

ф (է -г 2#» г 4֊ or) = (1 4 2f д/dt 4- Sry) ф (/, г). (1)
Введя операторы энергии и импульса H=ihd/dt и Р =• — Hly, из 

(1) при параллельном переносе на конечные расстояния т = է'— է, 

p = r' — г (разложением в ряд Тейлора) получим

ф(6 г')=Гф(/, г), (2)

где
7՝= е-«(тН-РР)/л (3)

есть оператор трансляции.
Из однородности пространства следует постоянство плотности вероят

ности при параллельном переносе, т. е.
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|ф(Г, r')|s = |'J» (/, ր)|։. (4)
Следовательно функция ф (f*>  ր') может отличаться от у (է, г) лишь 
постоянным г. фазовым множителем. Записав этот множитель в виде 
е—|(т£—рр),Л։ где £ и р — постоянные, получим

е֊<(tW-₽P)/* Ф£ р (t, г) = е-'('֊£֊РР)/л ф£> р (ք> г)> (5>

т. е. сохранение энергии и импульса свободных частиц:

нф£> р (շ г) = Яф£, р (6 г). РФя. р r) = P'U р (<» *■)• (6)

Из выражений (2), (3) и (5) следует, что ф преобразуется по непри
водимому представлению группы трансляций,

§ 2. Сохранение полного момента

Рассмотрение изотропности пространства, т. е. эквивалентности всех 
направлений в нем, несколько сложнее. Ограничимся пока вращениями в 
трехмерном координатном пространстве.

Особенность здесь заключается в том, что мы вместо одного вектора 
должны рассматривать три вектора: г, р, в. Действительно, р и в являют 
ся векторами соответственно в импульсном и спиновом пространствах. Но 
наряду с этим они имеют определенные направления и в координатном 
пространстве. При вращении системы координат на угол — бф все три век
тора окажутся повернутыми в новой системе на угол бф. Этот факт сле
дует также из инвариантности скалярных произведений (гр) и (rs) при 
поворотах (поскольку г вращается, р и s должны также вращаться, 
чтобы эти произведения не изменялись).

Учтем, что 8г = [оф г], ор =[8фр], и примем во внимание извест
ное свойство волновой функции при повороте спина. Тогда в новой 
системе после поворота волновая функция, зависящая от векторов 
г, р и s, запишется в виде

ф (г + Кг, р + 8р, s + os) = (1 4- [оф г] v>4՜ 1ЙФ р] Ул + офгз/А) X
Х ф(г, р, s)֊ [1 Н-оф([гУг]4-[рУр] + гз/Й)}ф(г, р, s). (7)

Введем оператор полного момента

յ = ւ; + ւ₽ + տ, (8)
р 

где Լր = — ih [rVr]> Lp=—гЙ[Р¥р]. s — оператор спина. Оператор L 
действует на углы &р и <?р, определяющие направление импульса в 
трехмерном координатном пространстве.

При вращении на угол ср вокруг произвольного направления, выбран
ного в качестве оси г, из (7) получаем

• ф(г', р', з') = Я։ф (г, р, з), (9)
где

Rt = e'fA/*  (10) 
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есть оператор вращения. Из изотропности пространства следует постоян-’ 
ство плотности вероятности при вращении, т. е.

|ф(Г/, р7, տ')|։=|փ(ր, р, տ)|։. (ИУ
Следовательно ն(ր', р', s') может отличаться от ф(г, р, s) лишь по
стоянным фазовым множителем. Записав этот множитель в виде 
получим

К (г, р, s) =е^ (г, р, s). (12)՛

Из (12) следует сохранение проекции полного момента (8) для сво
бодных частиц

Л'К(Г> Р, з) = Мн(г> Р> в)- (13У
Используя метод теории момента количества движения с оператором 

Լր [1], можно показать, что из определения (8) и соотношения (УЗ') сле
дуют также сохранение квадрата оператора J

J4 (г, Р. Տ) = tfj (J + 1) (г, р, S), (14)՝

где р = — J, (— _/ 4՜ 1)՛ • — 1» J, и соотношения

/9Н=[/С/ + 1)]1₽2<Л, (15У
н'

где q = — 1, 0, 1, Jo= Jx, J±i = Т (/.г ± 2. Из выражений (9),
(10) и (12) следует, что представляют собой базис неприводимого՛ 
представления группы вращений. Для свободных частиц J=s.

Заметим, что при вращении вокруг осей х или у для волновой функ
ции, удовлетворяющей (13), не имеет места постоянство плотности веро
ятности. Это обстоятельство связано с некоммутативностью вращений во
круг осей х и z (или у и z) на произвольные углы. Действительно, при по- 
воротах на углы я/2 в правой системе координат положительное направ
ление оси Z перейдет в положительное направление оси х при последова
тельных операциях вокруг осей z и х и в отрицательное направление оси у 
при операциях в обратной последовательности. Следствием некоммутатив- 
ности операций вращений является некоммутативность операторов проек-՛ 
ций полного момента Jx, Jy, Jz, вытекающая из (15). Если бы не
изменность локальной вероятности (11) одновременно с Rx имела бы՛ 
место и для Rx, то в результате вращений Ri Rx или Rx Rz мы по
лучили бы одну и ту же функцию, независимо от углов вращения, т. е. мы 
должны были бы прийти к одному и тому же направлению, что не имеет 
места согласно сказанному выше.

Таким образом, при повороте вокруг произвольного направления для 
собственной функции оператора Jz имеет место лишь более слабое 
по сравнению с (11) хорошо известное (см., например, [2, 3]) условие 
сохранения полной вероятности

sj 1ф(г'։ Р> տ')|’ժր' = շյ*Ւ]>(ր,  р, տ)|։ժր, (16)՛ 
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где суммирование проводится по переменным спиновой части.
Следствием (16) является унитарность действующего на опера

тора вращения вокруг произвольного (вообще говоря не совпадающего 
.с осью г) направления:

J?(a> 1) =

R («, ?. 1) Ф/р. = S (“• Т) <17)
р'

Здесь а, թ, у — углы Эйлера, D-функции определяют матрицу вращения. 
Из (8), (10) и (17) следует, что

= (18)

где Rr, Rp и R' отличаются от R заменой J соответственно на I/, 
L₽ и տ, т. е. оператор вращения можно представить в виде произведе
ния трех операторов, действующих на радиус-вектор, импульс и спин. Та
ким образом, из изотропности трехмерного пространства следует сохра
нение физических величин — квадрата полного момента и его проекции. 
Отсюда следует также сохранение проекции спина на направление движе
ния. Волновые функции всех свободных частиц и частиц в центрально- 
симметричном поле при вращениях в трехмерном пространстве преобразу
ются по неприводимым представлениям группы SO,, генерируемым опера
тором (8). Для каждого типа частиц в этом можно убедиться непосред
ственным рассмотрением волновых функций.

Собственные значения J2 и Jа также оператор и матрицу конечных 
вращений мы рассмотрим на примере известного решения свободного 
уравнения Дирака. Здесь уместно упомянуть о замечании Вигнера отно
сительно невозможности доказательства того, что это решение преобра
зуется по неприводимому представлению группы вращений, исходя из 
традиционного подхода J = I/ 4՜ տ [3].

§ 3. Решения уравнения Дирака как базис представления 
группы вращений. Биспин

В этом параграфе, независимо от способа общего рассмотрения в § 2, 
мы покажем, что для свободных частиц, описываемых уравнением Дира
ка, 1) Jz и J2 сохраняются, 2) волновые функции являются базисом пред
ставления группы вращений, генерируемого оператором (8).

В решении уравнения Дирака [4]

<|»|Х = -Д- цч exp [ i (рг - Ef)lh ] (19)

«թ-биспинор есть четырехкомпонентная величина, которая при Е 0 
Записывается в виде

(20) 
\Шц/
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где N = [(1 ֊|֊ Мс*/Е)12У ‘2, —собственная функция оператора спинаГ 
SzV;> 0) = Й'Л «ч (>•)» *՝ — спинорный индекс, (л) = ftj.,

(л) 2 С (ер) 
ft(£֊HMc2) Vv. (>>)• (21)-

Используя обозначения s0 = s։, s±i = + (sx ± isy)[\^2 и учиты" 
вая, что

(sp) Up. ().) = 2 (sp)op. Va (') = 2 [(—l)m S_m рш]оц V, (>.) •=
a m, a

֊ 2 [(-l)ms-fflp/4K/3 rlm(&p?p)]։iKv։(X) = /4«/3p X 
m, a

X 2 (—1)” (S—mJop. У1т (&p ®p) Vo (՝/֊) = ftp X
m, a

X 2 < 1/2 о, 1 m| 1/2 H> Г1Ш (»p ?p) Vo (л), (22)
m, a

где p = |p|, Op и фр — углы, определяющие направление импульса  ̂
<1/2 а, 1 тп|1/2 — коэффициент векторного сложения, на основе
выражений (20) и (21) биспинор можно представить в виде [5]

»и(£Л)=/2«[1-ь(-1)£/11 S О ^1Л>Г£ж(Мр)«в(М. (23)' 
т, V

Здесь £ = 0, 1, Х=1/2, -1/2, 5=/^ 1/2, 1=Е/Мсг.
Условие ортонормированности принимает вид

(24)՝

сфери-

^У

(26)

ւ, x
Воспользуемся известным разложением плоской волны по 

ческим функциям

еФг/»= V ?£ y£i_mi(»pb) rt,.,(»,T,),
£, /П|

где радиальная функция gL (prfh) равна

ՏւՏ^}-(շ.ր •
Vpr/n

Jl+i/2 (^) — функция Бесселя.
Подставляя (23) и (25) в выражение (19) и учитывая, что

Y /й л \Y m » 1- V I (2£ + 1)(24+1) |։/яуLn,( p'fp) £,֊«,( Р^р) Д I 4я(2£։+1) ]

X <£0, £-|0(£»0Х£т, L, пь^о/по^ У/.».. ($nfn)> (27У

(- 1)՞" <£т, Հ- тх|£,т։> = (-1)£'(2^+ 1)1/2 (2 L+ 1>՜1/2 X

X < £imx, £։т21 £т >, (28)
f



-выразим волновую функцию через ряды Клебша-Гордана

K = s (-1)£*|[1+(֊1) 4А](2^+1)/2)։/։</.°. ММ>х
11 р V լէլ,

X gLl(pr/fl)Yi <s°> ^я։|Ун>«. 0) 2 £։zn։|£m>X
ш m,m,

X гД1И։(в,<Рг) exP (- iEtIV- ■ (շ9>-

Функции YL,m, (ttP?P) и V, Ռ) являются собственными фупк
циями квадрата и третьей проекции операторов моментов количе
ства движения L', LP и в:

Հ < L^’ 1 4\^>YLtm' (МД (30)
mi ' 1

1д|£։т;>г1ш,(ьрфр), (31)
<Ոշ ։

s7»,(k)=[s(s + 1)]։/2S <տ°» lg|sa'>vB-(X), (32)

где q =— 1, 0, 1.
Воздействуя на выражение (29) операторами и J։, в силу (8) 

и (30) — (32) получим

(33)

= «’/(/ +D’V J = i/2> (34)

•т. е. ф является собственной функцией Jz и J2 с собственным значе
нием /Гр проекции J на произвольную ось z и собственным значением 
1/2 (1/2-4֊ 1)Л։ квадрата полного момента в рассматриваемом случае. 
Соответствующая J сохраняющаяся величина для частиц, описывае
мых уравнением Дирака, в работе [5] был назван биспином.

Использование сохранения Jz при учете произвольности направ
ления оси z дало возможность в работе [5] вычислить вероятность 
испускания электронов при распаде поляризованных связанных pJ -ме
зонов в магнитном поле.

Воздействуем на функцию (29) оператором вращения (17), учи
тывая, что (&f т>г), К4 |П։ (Ь фр) и v։ ()■) являются базисами пред
ставлений группы вращений и преобразуются через соответствующие 
Р-функции:

К' ,(Ф) г (».Ъ).
I I * ճ-։"*ւ

/?" YL„ (Mfl)=2Pi։- (a?T) Y ,(»<₽„), £։/л։ ' р т р> m2m, ' г 1 ՚ լ,րոշ ' ₽ ~Рп

V, (>•) = S Dsa^ (apT) V, ().). (35)
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Для ZJ-функций, определяющих матрицы вращения, имеют места 
соотношения [6-]

2 "С ^-2աշ| L т' Dm'm <Հ Լ^րՈլ, Լ3րՈէ\Լ' ТП
1 2 Սт' т

Di',Dm'm= 2 *Cso',  < sa, (36)

Из выражений (17), (18), (29), (35) и (36) следует, что

^ = 2^>(«.₽,I)'V, (37У
Р-'

т. е. решение уравнения Дирака при вращениях в трехмерном простран- 
стве преобразуется по неприводимому представлению группы SO„ гене
рируемому оператором (8), с квантовым числом квадрата / = 1/2.

Заметим, что для скалярной частицы, используя лишь разложение 
(25), аналогичным образом можно показать, что имеют место (33), (34) 
и (37) с J = 0.

§ 4. Разрешение парадокса

Согласно существующим представлениям (см., например, [1], § 33), 
для свободной частицы наряду с состояниями, в которых она обладает 
определенными значениями импульса (и энергии), могут быть также со
стояния, в которых частица обладает определенными значениями энергии, 
а также квадрата и z-компоненты момента, оператор которого есть 
ւր.

В нерелятивистском приближении решение уравнения Шредингера 
приводит к волновым функциям

'^ELm~ ^EL (г) ^Lm ($,%■)’ (^®)
где-

/?54(г)=]/Г-֊/£ + 1/2(Лг), (39)

к= р/Н = ! 2MEjh. Таким образом, для выражения (38) имеют место

H֊hLm = ^E^ (40)

L%im=^(A + lH££m, (41>

Lz,!fELm=hm^ELin. (42>

Сохранение момента с оператором Lr следует из традиционного 
представления об изотропности пространства (см. [1], § 24). Однако легко 
видеть, что в состояниях, описываемых функцией (38), импульс (конкрет
нее, его направление) не сохраняется. Действительно, воспользовавшись 
разложением (25) и представив (38) в виде

■ЬЕ,т =-----Լ-Լ- f YLm (?»)e'pr/A<&o, (43)
• c.Lm j Ltn ՝ p * p> рг ՝ z
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нетрудно видеть, что ELm не является собственной функцией опера
тора т. е. следствие изотропности пространства в тради
ционном представлении не совместимо со следствием (6) однородности 
.пространства. Кроме того, что не менее важно, оно находится в противоре
чии с принципом соответствия. Результаты, получаемые в квантовой ме
ханике, должны совпасть с результатами классической физики в пределах 
₽е применимое ги.

Утверждение о сохранении момента с оператором Lr (и следователь
но возможности несохранения импульса) для свободной частицы не согла
суется с первым законом Ньютона, который гласит, что каждое тело про
должает оставаться в состоянии покоя или прямолинейного равномерного 
движения, пока другие тела не выведут его из этого состояния.

Причиной противоречия является упущение факта, что наряду с ра
диусом-вектором в координатном пространстве имеют направление им
пульс и спин, вследствие чего изотропность пространства для свободной 
частицы приводит к сохранению физической величины, оператором кото
рой является не I/, а I/ + Lp + в, т. е. полного момента (см. § 2). Та
ким образом, состояния, описываемые функцией (38), в природе не суще
ствуют. Кстати, это выражение не используется в конкретных расчетах, 
результаты которых претендуют на сравнение с экспериментом.

Для свободных частиц пространство и однородно, и изотропно 
вследствие чего их волновая функция есть собственная функция как опе
раторов энергии и импульса (6), так и оператора полного момента (8). В 
-том, что эти требования совместимы, мы убедились на примере решения 
релятивистского уравнения Дирака в § 3. Не представляет трудностей 
убедиться в этом и в других конкретных случаях.

Операторы Jz и Р имеют общую волновую функцию, хотя и не комму
тируют, т. е. известная теорема, утверждающая невозможность такой си
туации, не имеет места. Это связано с нарушением ее условия, которое 
предполагает, что ни один из операторов не действует на собственное зна-

АДА А л Л
чение другого М L^LM = ML'bLM\ если бы L не дей-

А Л АД
ствовал на М, то (LM—М £)’₽=0, Ф'= £ а, ։։ и). Здесь же Jz дей
ствует на собственное значение оператора импульса.

При наличии внешнего поля, вообще говоря, нарушаются однород
ность и изотропность пространства. Однако в частном случае центрально- 
симметричного поля изотропность трехмерного пространства остается на
ряду с однородностью оси времени. При движении частицы в таком поле 
импульс не сохраняется, сохраняются лишь энергия и полный момент (8). 
Последний сводится в этом случае к 1/ + տ, поскольку в результате воз
действии Lp на волновую функцию получается нуль из-за независимости 
этой функции о г и фр [4]. Значения квантового числа квадрата I зада
ются соотношениями L — տ Հ/ Հձ-|- տ при տ < Լ и տ — £ < տ ֊ք֊ Լ 
дри տ > Լ,
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§ 5. Специальное преобразование Лоренца

Чтобы исчерпать рассматриваемую проблему остается рассмотреть 
следствие изотропности при вращении в подпространстве четырехмерного- 
пространства — «плоскости», образованной осью времени и направлением 
движения. При вращении в этой плоскости две компоненты четырехмер
ного радиуса-вектора, перпендикулярные к направлению движения, не 
преобразуются. Остальная часть, которую мы обозначим через х, преоб- 
разуется как двухмерный вектор:

л л
х = tct -Ւ p/гр, (44}

Л А 
где г — проекция радиуса-вектора на направление движения, է и р- 
взаимно ортогональные единичные векторы.

Преобразования
ct' = ct cos <f — irp sin

(45) 
irp = ct sin <p irp cos փ

можно записать с помощью этого вектора, если учесть, что согласно 
(44)

cf = xcos<px, zrp = xsin<px, Н46)

<px=arctg^- (47}

Длина вектора х является инвариантом преобразования: (cf)։+(z'rp)։ — 
=х։. Подставляя (46) в (45), получаем

Ct' = X cos (<рх + <р), z‘rp = х sin (?х + <р). (48}

Теперь по аналогии с рассмотренным случаем вращения в трехмерном 
подпространстве (§2) мы должны принять, что существует еще вектор,- 
который наряду с х вращается при повороте системы координат. Указан
ным вектором является Мс2. Для него имеют место соотношения

Мс2= tE + pipe, (49}

Е = Me2 cos ipc = Me2 sin «р и, (50)

т и =Агс tg , Е՝ + (ipc? =■- MV. (51 >
Л

Таким образом, известное соотношение между энергией и импульсом 
свободной частицы является не чем иным, как выражением факта инва
риантности длины вектора трансляций (энергии-импульса) при враще
ниях четырехмерной системы координат. Масса (точнее Мс) есть мера 
длины четырехмерного вектора трансляций для каждой частицы. '

Обозначив v = pc2/|£|, имеем:

при £>0 = aretgz — = zarcth —»
с с

11



при Е < 0 <ք м ~ «— arc tg / -^- = к — Z arc th -у • (51а)

При преобразовании Лоренца вектор Мс2 поворачивается в но
вой системе на тот же угол <р, что и вектор х:

Е' = Me*  cos (<РЖ + Ч>). ip'c = Ме sin (?.„ + <?). (516)

Учитывая аналогично трехмерному случаю, что Зх = [8фх] и ЗМс*=  
5= [Зф Мс2], в новой системе после поворота волновую функцию, зави
сящую от векторов х и Мс2, запишем в виде 

ф (х + Зх, Mc’-|-3Mc’) = (l+[o<px]Vx +
Ч-[8ф Me’] V<Mf=) Ф(х, Мс*)=

= (1 + 8<₽([xVx] + [Мс’7,Ие.])| ф (х, Мс’). (52)
Введем оператор полного момента для вращения в рассматриваемой 

^плоскости:
J4 = L' + L£, (53)

тде
Լ' = - ih [xVx], LE = ֊ /ft [Mc’vau.]. (54)

Учитывая, что согласно (44)—(46), (49), (50) и (54)

L* = — /Л [/ р] (օէձ- — ir = [t р](— ih = [/ р]L1, (55) 
\ Otrv н act ,՛ \ »?х/

L*M t р] (֊ ihA LE, (56)

8ф = Ի p] 8?, (57)
для вращения на конечный угол <р из (52) получаем

ф (х', М'с’) = R1 ф (х, Мс’), (58)
Где

1 . /?« = ez^՝ (59)

есть оператор преобразования Лоренца (вращения в рассматриваемой 
плоскости),

/=£4/Л (60)

£' = — т — > LE = — ih^—> (61)
0<fx о®,и

/г4 = Л‘./г£, ^=^^լէ՚հէ (62)

Согласно (53)—(57), Lz, L£, J4 направлены перпендикулярно к на
правлению движения и при умножении на ? дают скалярные величины. 
Специальное преобразование Лоренца заключается в переходе к системе 
координат, движущейся относительно первоначальной со скоростью V.
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Согласно (45), — i»/c=tg<p, т. е. в выражении (59) i<p = arc th о/с. Из-за 
мнимости ф изотропность не приводит, вообще говоря, к сохранению от
личной от нуля физической величины. Исключение составляют лишь части
цы, описываемые уравнением Вейля (см. § 6). При специальном преобра
зовании Лоренца решения уравнения Дирака постоянство плотности ве
роятности не имеет места. Это преобразование имеет вид

х ԱԴ Г'>Е'> Р'> տ» /> /«) = e^£<+I*,/A|,։X(f, г, Е, р, S, J, Jt), (63) 

где решение свободного уравнения Дирака есть

* = -֊ . v ().) у. (v) e~lM сх cos
V V /сЬ/2Е[<?,и-(1 -20«/2] 11 '

(64) 
Здесь ? — £72|£|, Xj(v) —8$,— спинор в пространстве орбитального 
момента [5], = £х2 sjh — матрица Дирака,

Яг \ W = ‘/-г <’)» ~iMсх cos (?.и — ?ж) =" — * (Et~Рг)- 

согласно (46) и (50), V W ch г 2 5 [ф и— (1 —2 Q к/2] = Հинва- 
риант. Записав (64) в виде

Ф = и-щ (*,  М ех р [г (рг — 2 Ы)/Н],

«где (v, k) = (exp arc th v/c) /е (v) (к)// ch arc th v/c — биспинор,
.для значений (v, k)/7V (N = /(Л/с2a)/e, e |E|։ p± = px ± ipJ имеем

С учетом (61) выражение (63) эквивалентно разложению Тейлора, 
приводящему к замене в (64) <рх и соответственно на <рх + <р и 

+ <Р, в согласии с (46), (48), (50) и (516).
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В системе покоя частицы t — t0, г — r0, Е — 2;Afc։, р - 0. Соглас
но (51а)

ք% = (1_շ։>«/2 = ք "Р" Е>° 
тм (к при Е <Հ Ս,

!♦„>('. Р. •> J- ,Л1-."Л,= ЙТ”’()')Х։(’)е_'25Л'Л"/‘-

При переходе в лабораторную систему, движущуюся относительно систе
мы покоя частицы со скоростью —|v = — рс2/Е, ? ° и <р°м получат при
ращение arc tgipc/E—2i arc tg iv/c = 2 й arc th v/c (v = pc*l\E\)  и пе
рейдут в <px=«p® + 2՝ arc tg iv/c и <p и = (1—2 E) k/2+2 E arc tg iv/c. В ре
зультате t0, r0, 21Мс։ и po = ° по формулам (46), (48), (50) и (51a) 
преобразуются соответственно в г, Е и р.

§ 6. Сохранение спиральности для частиц, 
описываемых уравнением Вейля

Волновая функция частиц со спином 1/2, рождающихся при слабом 
взаимодействии, имеет вид

Следствием сохранения полной вероятности является унитарность 
матрицы

p,<Van$= 1 ։ Г'Рл*  (1 20 к/2] X

X Veh i2 5 [Фж- (1—2Е)«/2]

в выражении (64). Действительно,
г (Е' + Е) «■ ։гс th v'c] 

/ У \ У-՛է՛ te___________________М _
**'Е' •§ ** ch arc th v/c

8иу 8Е'Еch (О Ւ 0 arc th v/c +иЧ, («Д. (Е'+ Е) sh arc th v/c 
chare thv/c E’E*՜

Из (60), (61), (63) и (64) следует, что

/ф = __£.ф. (65)

Заметим, что согласно Паули [7] принято считать (см., например, 
[4, 8]), что при собственном преобразовании Лоренца решение уравнения 
Дирака преобразуется как ф' = S = ехр (— i<p ар/2), ф = tare th v/c. 
Исходя из вышеизложенного нетрудно видеть, что вто преобразование, в от
личие от (58), (59), относится только к волновым функциям частиц со спином 
1/2 и не преобразует величины է, г, Ей р, от которых в инвариантной фор
ме зависит плоская волна. Наряду с неточностью в доказательстве реля
тивистской инвариантности в работе [4] допущена неточность и при рас
смотрении инвариантности уравнения Дирака при повороте. Второй спи
нор, не говоря о полной волновой функции, не преобразуется с помощью 
оператора 1 + г"8£/2 (см. §§ 2, 3 настоящей статьи).
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■ = 77(՚՜ <66)
где дается выражением (64). При Е Мс2, что имеет место, в частно

сти, для е±> V и V» рождающихся при распаде мюонов, волно
вая функция (66) практически является решением уравнения Вейля

—2/с(87)ф = ЕФ. . (67)

Действительно, учитывая, что [5], из (50), (51а), (64) и (66)
имеем v = с,

Ф = 2/V^X1/a + Z-։/2 ՜*՜ 2 с Wехр [' (рг ՜ С68)

откуда видно, что (67) удовлетворяется.
Важность биспина особенно наглядно видна для частиц, описываемых 

уравнением Вейля. Записав (68) в виде

ф = [Z։/2 (v) +z_ ։/2 (v)] 3 , (- 1)д <’ ֊ <so, £т|/р> X

X ^(MAWexPt' (рг — #)/*]»  (69) •

где J = S = 1/2, нетрудно убедиться, что, как и в случае решения уравне
ния Дирака,

= (70)
ГФ=й։7(/ + 1)ф. (71)

Здесь J есть оператор полного момента, названного для рассматриваемо
го случая J = 1/2 биспином [5], ftp в выражениях (68) и (69) не может 
рассматриваться как проекция спина. Как видно из (68), проекция спина 
sx имеет определенное значение, и при том одно (ft /2 — для частиц и 
-Й/2— для античастиц), лишь тогда, когда ось z совпадает с направле
нием движения. Когда ось Z не совпадает с направлением движения, в вы
ражении (68) Р может принимать два значения: ±1/2. Как следует из (68) 
и (70), решение уравнения Вейля описывает состояния с определенными 
значениями импульса и проекции биспина ftp.

Записав в выражении (68)

1 +2 с (вр)/йЕ =1 + 45 (ep)/ft |р| 
и учитывая, что

էև рч/з (’) 4֊ Х-Ш О)] = 7С։/2 (v) + Z-1/շ О) (72)
я

sp [1+45 (sp)/ft |р|] = Й5 [4 5 (sp)/ft խ| + 1], (73)

согласно (65), (66) и (68) имеем

Йа
7‘Ф=-------- ք-փ = -2хМ = (74)
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Для частиц, движущихся со скоростью света, из (45) (48) и (51а) 
следует, что

?x = ?». + 25 arctgf, = (1֊ 2Տ) к/2-ь 25 arc tgЛ (75)

Учитывая, что после действия оператора (59) фазы ® t и <рл( получают 
приращение 2£arctg io/c, причем

2 5 arc tg ։'+ 2«arc tg fo/c =2’ arc *8 1
1 + v/c o e ------- — — 2; arc tg i, 1+v/c 8 (76)

нетрудно видеть, что <?x> <PM и, следовательно, волновая функция, а вместе 
с ними и плотность вероятности не изменяются.

Таким образом, для частиц, описываемых уравнением Вейля, из изо
тропности четырехмерного пространства следует постоянство плотности 
вероятности при поворотах в «плоскости», образованной осью времени и 
направлением движения, т. е. при специальных преобразованиях Лорен
ца. Последнее приводит к тому, что спиральность сохраняется, будучи по
ложительной для частиц (£ >• 0) и отрицательной для античастиц (£<0). 
Справедливость этого утверждения известна из экспериментов по изуче
нию слабого взаимодействия.
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ՔԱՌԱՑԱՓ ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ 2ԱՄԱՍԵՌՈԻԹՅԱՆ 
ԵՎ ԻՋՈՏՐՈՊՈԻԹՅԱՆ ՀԵՏԵՎԱՆՔՆԵՐԸ

Վ. է ՋՐ₽ԱՇՅՍ.Ն

Ֆիզիկական մեծությունների պահպանումը ստացվում է հավանականության խտության 
հաստատունության պահանջից զուգահեռ տեղափոխության և պտտման ձևափոխությունների 
ծամանակլ Հառաչափ տարածության համասեռության հայտնի հետևանքի՝ էներգիայի և իմ- 
պուլսի պահպանման օրենքի ստացման հետ մեկտեղ ցռւյց է տրված, որ եռաչափ տարա
ծության իզռտրոպության հետևանք է հանդիսանում անցյալում անհայտ շարժման քանակի
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,րիվ մոմենտի պահպանումը, որը հավասար է շաոավիղ-վեկտորի, իմպույսի և սպինի պտտման 
մոմենտների զումարին, քաոաչափ տարասության ենթ ա տ ար ա i ո ւթյան' ժամանակի աոանցքով 
և շարժման ուղղոլթյամր կազմված սհարթոլթ յան» իզոտ րոպոլթյան հետևանքն է Վեյյի հավա
սարումով նկարազրվող մասնիկների պարուրս,թյան պահպանումը, Այն դեպքում, երր ֆի
զիկապես հասկանայի պատճաոներով հավանականության խտության հաստատունությանը տեղի 
չունի, պահպանվում է միայն յրիվ հավանականությունը (նորմավորումը),

THE CONSEQUENCES OF HOMOGENEITY AND ISOTROPY 
OF THE FOUR-DIMENSIONAL SPACE

V. A. DJRBASHIAN

It is shown that the total wave function of an arbitrary free particle is transfor
med according to both the representation of translation group and that of rotation 
group in the 4-dimensional space, since the free space is simultaneously homoge
neous and isotropic. The conservation of physical quantities follows from the 
requirement of the constancy of probability density for the translation and rotation 
transformations. Besides the well-known consequence of the 4-dimensional space 
homogeneity — the energy and momentum conservation, it is shown that as a conse
quence of the 3-dimensional space isotropy the hitherto unknown total angular mo
mentum is conserved. The latter is equal to the sum of the angular momenta conne
cted with the variation of angles determining the directions of the radius-vector, 
momentum and spin under three-dimensional coordinate system rotation. The conser
vation of helicity of particles described by the Weyl equation is the consequence of 
isotropy of the subspace — the “plane" formed by the time axis and the direction of 
motion. In those cases when for physically understandable reasons the local proba
bility is not conserved, only the conservation of the integral probability (normali
zation) takes place. The earlier unknown expressions for total rotation operators are 
obtained.
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